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BEVEZETO

A Fekete Mihdly Emlékverseny az egyetlen vajdasagi szervezésii ¢€s szintl
matematikaverseny, amelyen csak magyarul tudd didkok vehetnek részt. Ezen a
versenyen a tanuldk 6sszemérhetik tudasukat tarsaikkal és ezaltal is felkésziilhetnek a
hazai és nemzetkdzi matematikaversenyekre. Ez a verseny egyben a Nemzetkozi
Magyar Matematikaverseny valogatdversenye. A verseny névadodja Fekete (Schwarz)
Mihaly (1886-1957) zentai sziiletésii matematikus, aki Fejér Lipot tanitvanya,
Neumann Janos tanara volt. Legjelentésebb és egyben legismertebb eredményei a
ponthalmazok elmélete, az algebra és a komplex fliggvénytan hatarteriletéhez
tartoznak.

A Fekete Mihaly Emlékversenyt 2003 6ta rendezik meg. Az elsét az Eszak-bacskai
Magyar Pedagdgusok Egyesiletének égisze alatt szervezte Szab6 Magda
matematikatanar. A verseny ezutan atkoltozott Szabadkarél Zentéra, az Ujonnan
megalakulé Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium helyiségeibe. Ekkor valt a
Gimnazium a hivatalos szervez6jévé a Bolyai Farkas Alapitvany kozremiikodésével.
A versenybizottsag elndke minden évben dr. Péics Hajnalka volt, a versenybizottsag
tagjai pedig 2005 Ota a Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium
matematikatanarai.

A verseny haromfordulods: a két levelezé fordulot a legjobbak megméretéseként egy
zarthelyi rendszerti, feladatkidolgozos forduld, a dontd koveti, amelyre altalaban
november végén, december elején keriil sor. A dontében a versenyzdknek 120 perc
alatt kell négy feladatot megoldaniuk. A 2003 ¢és 2012 kozott megrendezett dontok
feladatsorait és megoldasait tartja a kezében a kedves Olvasé.

Kezdetben a Verseny csak a kozépiskolas didkokat szolitotta meg, de 2009-t61 a
nyolcadikosokat, 2011-t61 pedig a hetedikeseket is bevontuk a versenybe. Ezzel a
bovitéssel a dontd résztvevoinek a szama a szazat is meghaladja. A legjobb
helyezéseket elért versenyzOk és felkészitd tandraik oklevelet, konyvet és mas
ajandékokat kapnak. A legjobb altalanos iskolasok ingyenes részvételt nyernek a
Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium keretein belll szervezett Téli
taborba, mig a legjobb kdzépiskolasok alkotjak azt a csapatot, amely a vajdasagi
magyarsagot képviseli a Nemzetk6zi Magyar Matematikaversenyen.

Az Emlékverseny nem csak versenyzésre ad alkalmat, hanem baratkozasra és Uj
ismeretek szerzésére is. Minden évben rangos meghivott tanarok tartanak eléadast
érdekes matematikai témakrol.

A Versenyen valo részvétel a tamogatdinknak koszonhetéen ingyenes. Eziton
mondunk koszdnetet a Bolyai Tehetséggondozé Gimnaziumnak és Kollégiumnak a
logisztikai, a Bolyai Farkas Alapitvanynak a palyazastechnikai segitségéért, a
Szekeres Laszl6 Alapitvanynak, a Magyar Nemzeti Tanacsnak és a Zentai
Onkormanyzatnak az anyagi tamogatasért, a Szegedi Egyetem Bolyai Intézetének
pedig a felajanlott ajandékkonyvekert.

A Fekete Mihaly Emlékversennyel valo tor6dés szakmai kotelességlink, ez késztetett
benniinket ezen dsszeéllitas elkészitésére is. Reméljik, e kiadvany hozzajarul ahhoz,
hogy a diakok tanaraik segitségével minél sikeresebben tudjanak készulni és részt
venni a Fekete Mihaly Emlékversenyen, ezzel is tovdbbemelve annak szinvonalét.

2013 novembere
a Szerzok
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|. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

Eléado: Arki Tamas
Eldadas cime: Terlletszamitas és atdarabolas

Arki Tamés, az el6adé, valamint a Versenybizottsag tagjai, Szabo
Magdolna, Csikos Pajor Gizella, Péics Hajnalka, Béres Zoltan, Zolnai
Irén, Mészaros Anna ¢és a versenyzdk a Népkorben.



|. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Szabadka, 2004. januar 24.

9. évfolyam

1. Egy haromjegyl szam szamjegyei Kkiilonbozéek és nincs kozottik nulla. A
szamjegyek 6sszege az n allandd. Bizonyitsd be, hogy a harom szamjegybdl az
Osszes lehetséges moédon képezhetd haromjegyil szamok szamtani kozepe
oszthat6 37-tel és n -nel!

2. Hany olyan — legalabb kételemii — halmaz van, amelynek elemei egymast
koveté pozitiv egész szamok, és a halmaz elemeinek 6sszege 100?

3. Vajon 6sszetett-e a 2003* + 4% szam?

4. Az ABC haromszég C csucsanal derékszog van. A Bcsucsbdl indulo
szogfelez6 az AC befogot a P, a haromszog koréirt korét a Q pontban metszi.

Mekkorak a haromszog szogei, ha | BP |=2| PQ|?

5. Egy hegyesszogii haromszog teriilete T. Minden oldal felez6pontjabol
merdlegest allitunk a masik két oldalra. Mekkora a hat merdéleges altal kozrezart
konvex hatszog terilete?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!



|. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Szabadka, 2004. januar 24.

10. évfolyam

1. Egy nxn-es tablazat minden mezéjére rairjuk az 1, 2 és 3 szdmok
valamelyikét. Ki lehet-e tolteni a tablazatot Ggy, hogy a sorokban, az
oszlopokban és a két atloban levé szamok 6sszege mind kiilonb6zo legyen?

2. Hatarozd meg a 2x*>—8xy +17y? —16x—4y+2072 kifejezés legkisebb értékét,
ha x és y tetszdleges valos szamok!

3. Az | AB|=1 atméroji félkorbe olyan ABCD trapézt szerkesztettliink, amely
érintonégyszog is. Mekkora a trapéz két szara?

4. Legyenek d;, d, és d; egy hegyesszogli hiaromszog magassagpontjat a
csucsokkal osszekoté szakaszok. lgazold, hogy d,+d,+d;>k, ahol k a
magassagok talppontjai altal meghatarozott haromszog keruletét jeloli!

5. Hatarozd meg a kivetkezo egyenlotlenségrendszer osszes megoldasat a pozitiv
valds szamok halmazéan:

1 1 1
. X3 X2004 X

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!



|. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Szabadka, 2004. januar 24.

11. évfolyam

1. Bizonyitsd be, hogy az f(x)=(m+1)x*> -2(m-1)x+m-5 fiiggvény grafikonja
az m val6s paraméter barmely értékére ugyanazon a ponton halad keresztiil!
Hatarozd meg ennek a pontnak a koordinatait!

2. Hatdrozd meg az 6sszes olyan pozitiv x,y,z szdmokbdl all6 szamharmast,
amelyekre teljesiil a kovetkezoé két egyenléség:
x3+3y* +7°+2=1998 és y?z=x.

3. Az ABC haromsz6g BC oldalanak felezopontja A, az AB oldalanak
felezépontja C,, S pedig a haromszog sulypontja. Mekkorak a haromszog

szogei, ha
CAA £ =CC,AZ és ASC,Z/=BACL+ACBL?

4. Az ABC haromszog belsejében lévé P  pontra igaz, hogy
PABZ =PBCZ =PCAZ. Mivel egyenlé6 aPAB/ szog tangensének értéke, ha
| AB|=13, |BC|=14 és | AC|=157?

5. Bizonyitsd be, hogy ha egy tetraéder sulypontja mind a négy csucstol egyenld
tavolsdgra van, akkor barmely két szemkozti élpar felezépontjait Gsszekotoé
szakasz merdleges mindkét élre!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!



|. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Szabadka, 2004. januar 24.

12. évfolyam

1. Oldd meg az egész szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:
X' =y —xy?+y* =1.

2. Egy nem allandé szamtani sorozat elsé két tagjanak oOsszege és szorzata
egyenlé egymassal. Az els6 harom tag Gsszege és szorzata is egyenlé. Hatarozd
meg a szamtani sorozat els6é négy tagjanak az 6sszegét!

3. Az ABCD trapéz csucsai a k korre illeszkednek. A trapéz AD és BC
szarainak meghosszabitdsai az M pontban metszik egymést. A k koérhoz a B,
illetve D pontokban huzott érint6k metszéspontja N . Bizonyitsd be, hogy MN
parhuzamos AB -vel!

4. Az a élii ABCDEFGH kockaban mekkora az ADCH és a BCDG tetraéderek
kozos részét képezo test felszine és térfogata?

5. Legyen A a tizes szdmrendszerben felirt 2003 szam szamjegyeinek

Osszege, B pedig az A szamjegyeinek 6sszege. Szamitsd ki a B szam
szamjegyeinek 0sszegét!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!



AZ |. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

9. évfolyam

1. Egy haromjegyii szam szamjegyei kiilonb6zéek és nincs kozottiik nulla. A
szamjegyek 6sszege az n allandd. Bizonyitsd be, hogy a harom szamjegybdl az
osszes lehetséges modon képezhetd haromjegyil szamok szamtani kozepe
oszthat6 37-tel és n -nel!

Megoldas. Jelélje a haromjegyli szam szamjegyeit a, b és c¢. EKkor a+b+c=n, a
képezhetd hat szam pedig a kovetkezo:

abc =100a+10b+c, bca=100b+10c +a,
ach =100a+10c+b, cab=100c+10a+h,
bac =100b+10a+c, cba=100c+10b+a.
A szamok szamtani kdzepe:
S 222a+2262b+2220 _37(a+b+c)=37n.

Tehat S oszthaté 37-tel és n-nel.

2. Hany olyan — legalabb kételemii — halmaz van, amelynek elemei egymast
koveté pozitiv egész szamok, és a halmaz elemeinek 6sszege 100?

Megoldas. 1.eset: a feltételeknek eleget tevéd H halmaz elemeinek szdma paratlan,
azaz 2n+1, ne N. H elemeinek atlagat jeloljuk x-szel, ez a k6zéps6d egész szam.
Most (2n+1)x =100, tehat 2n+1 csak 5 vagy 25 lehet.

Ha 2n+1=5, akkor n=2, x=20, H :{18,19,20,21,22}.

Ha 2n+1=25, akkor n=12, x =4, ami lehetetlen, mert H elemei pozitivak.
2.eset: a H halmaz elemeinek szdma paros, azaz 2n, ne N. H elemeinek x atlaga

most a két kozépsé szam szamtani koézepe. Igy 2nx =100, tehat 2x:@e N, de
n

X= 50 mar nem egész. n a4 szobajovo tobbszorose lehet: 4, 20 vagy 100. Ha n=4,
n

akkor x=12,5; H ={9,10,11,12,13,14,15,16} . Ha n=20 vagy n=100, akkor nincs

alkalmas H halmaz.
Osszefoglalva: két olyan halmaz van, amely a feltételeknek eleget tesz.

3. Vajon 6sszetett-e a 2003* + 4% szam?
Megoldas. Végezziik el a kovetkezé atalakitasokat:
2 2 2
2003% + 42005 _ (20032) +(22°°5) =(20032 +22°°5) _ %06 90032 =
2 2
- (20032 + 22005) —(21003 -2003) -

- (20032 + 22005 _ 91003 2003) - (20032 + 22005 | 91003 2003)

Mivel két négyzetszam kulonbségét kaptuk, ez nyilvan két — egynél nagyobb és egész
— sz&m szorzata, tehat 6sszetett szam.

10



4. Az ABC haromszdg C csucsanal
derékszdog van. A B csucsbél induld
szogfelezo az AC befogét a P, a
haromszég koréirt korét a Q pontban
metszi. Mekkordk a haromszog szogei,
ha

|BP|=2[PQJ?

Megoldas. A CBAZ BQ szogfelezdjére ;
az A pontot tukrozve A’ pontot kapunk, .

és nyilvanvalo, hogy A’ rajta van BC -n
és AB=AB. N
Mivel |BP|=2|PQ| miatt a P pont az ", !
ABA'A sUlypontja, AC sulyvonala és i Sy

|BA|S| AA'| is teljesiil. Igy ABAA

egyenléoldalt, tehat az ABCA hegyes-

szbgei: 60° és 30°.

5. Egy hegyesszogii haromszog teriilete T. Minden oldal felezopontjabél
merdlegest allitunk a masik két oldalra. Mekkora a hat merdéleges altal kozrezart
konvex hatszog terilete?

Megoldas. Tekintsik az ABC haromszoget, és jeldlje A, B, és C,, rendre az ABC

haromszég A, B és C csucsaival szemben fekvé oldalainak kézéppontjait. Legyen
tovabbd P a B, pontbdl AB oldalra allitott meréleges és a C, pontbdl AC oldalra

allitott meréleges metszéspontja, Q az A pontb6l AB oldalra allitott merdleges és a
C, pontbdl BC oldalra allitott meréleges metszéspontja, R pedig a B, pontbol BC
oldalra allitott mer6leges és az A pontbdl AC oldalra allitott meréleges

metszéspontja. Az ABC haromszoget a kdzépvonalai négy egybevago haromszégre
bontjak, a meghtizott merélegesek ezekben a haromszogekben magassagvonalak. gy
a PBC,, QAC, és RB A haromszogekbdl 6sszerakhatd egy az AB,C, hdromszdggel

egybevago, " teriiletti haromszog.

Igy a hatszog teriilete TE

11



10. évfolyam

1. Egy nxn-es tablazat minden mezéjére rairjuk az 1, 2 és 3 szdmok
valamelyikét. Ki lehet-e tolteni a tablazatot Ggy, hogy a sorokban, az
oszlopokban és a két atloban levé szamok dsszege mind kiilonbozo legyen?

Megoldas. Az nxn-es tablazatnak n sora és n oszlopa valamint 2 atlja van, tehat
dsszesen 2n+2 Kkilonbozé Osszeget kell kapnunk. Minden osszeg n tagu, a
legkisebb n darab 1-est, a legnagyobb n darab 3-ast tartalmaz, vagyis az el6fordulo
lehetséges 0sszegek n és 3n kdzoétt mozognak (beleértve a hatarokat is). Ez 6sszesen
2n+1 szam. Tehat a skatulya elv alapjan nem lehetséges a 2n+2 kiilonbozo
Osszeget eldallitani a 2n+1 lehetséges 6sszegbdl.

2. Hatarozd meg a 2x*>—8xy +17y? —16x—4y+2072 kifejezés legkisebb értékét,
ha x és y tetszdleges valos szamok!

Megoldas. Végezziik el a kovetkez6 talakitasokat:
2x% —8xy +17y* —16x—4y + 2072 = 2(x -2y —4)* +9(y — 2)? +1994 >1994
minden X,y € R esetén. Az 1994 értéket fel is veszi x=8 és y =2 esetén.

3. Az | AB|=1 atméroji félkorbe olyan ABCD trapézt szerkesztettiink, amely
érintonégyszog is. Mekkora a trapéz két szara?

Megoldas. Az ABCD trapéz egyenld szari, mert hurnégyszog. AD szardnak hossza

legyen x, és legyen a D cstcs merdleges vetiilete az AB szakaszra E pont. Ekkor az
. iy o : AD AE .

AEDA és ADBA derékszogii haromsztgek hasonlosadga miatt ﬁ = ﬁ vagyis

| AE |= x°, igy |CD | AB|-2:| AE |=1—2x°.

Mivel ABCD érintdnégyszog is, ezért | AB|+|CD |=2:| AD|, azaz 1+(1-2x*)=2x,

vagyis x*+x-1=0, megoldasaibdl csak a pozitiv lehetséges, tehat
x = AD |= _1+2J§ .

12



4. Legyenek d;, d, és d; egy hegyesszogli hiromszog magassagpontjat a
csucsokkal osszekoté szakaszok. lgazold, hogy d,+d,+d;>k, ahol k a
magassagok talppontjai altal meghatarozott haromszog kertletét jeldli.

I.Megoldas. Tekintsik az ABC haromszoget, amelyben a A az A csucsbol
Kiinduld, B, a B cstcsbol kiinduld, C, a C cstcsbdl kiindulé magassagvonal
talppontja, M pedig a magassagvonalak metszéspontja. Ekkor d, = MC|, d, =| MB |
és d, =| MA|. Thalész tétele szerint MC a CAMB, négyszdg koré irt kor atmérdje,
AB, pedig hurja. Mivel a haromszdg
hegyesszdgi, igy d, > AB, |.
Hasonldan belathato, hogy

d, > AC,| és d, > BC, |.
Az egyenlOtlenségek Osszevonasaval
kapjuk, hogy
d,+d,+d, > AB |+|AC,|+|BC, |=k,
amit bizonyitani kellett.

I1.Megoldas. Az AMB, BMC és CMA haromszogekben a haromszdg
egyenldtlenségeket felirva kapjuk, hogy d, +d, >c, d, +d, >a és d,+d, >b. Ebbdl

d1+d2+d3>%(a+b+c).

Mivel %(a+b+c) az oldalak felezOpontjai altal meghatarozott haromszog keriilete,
ezért nem lehet kisebb, mint a talpponti haromsz6g kerllete, amely az 6sszes beirt
haromszogek kertiletei kdzt a minimalis, igy d; +d, +d; > K.

5. Hatarozd meg a kivetkezo egyenlotlenségrendszer osszes megoldasat a pozitiv
valds szamok halmazéan:

1 1 1
2 X3 2004 1

Megoldas. Az egyenl6tlenségek dsszeadasa és rendezése utan azt kapjuk, hogy

(Xl +1]+(X2 +i)+“'+(xlggs +L]£1998'2'
X X X1998

Mivel pozitiv x esetén (X +—] > 2, és egyenl6ség csak x =1 eseten all fenn, ezért a
X

fenti egyenldtlenség csak egyenldséggel teljesiilhet, és csak akkor, ha

X =Xy =00 = Xigog = 1.
Ez val6ban megoldas is.

13



11. évfolyam

1. Bizonyitsd be, hogy az f(x)=(m+1)x*> -2(m-1)x+m-5 fiiggvény grafikonja
az m val6s paraméter barmely értékére ugyanazon a ponton halad keresztiil!
Hatarozd meg ennek a pontnak a koordinatait!

Megoldas. Ha van olyan (x,, f(x,)) pont, hogy barmely m-re

f(%)=(M+1)x; —2(Mm=1)x, +m=5=m(x; — 2%, +1) + X, +2X, =5
allando, ez csak x? —2x,+1=0 esetén lehetséges. Ekkor x, =1 és f(x,)=-2, igy az
(L;—2) ponton valéban barmely m -re athalad a fliiggvény grafikonja.

2. Hatdrozd meg az 6sszes olyan pozitiv x,y,z szdmokbdl all6 szamharmast,
amelyekre teljesiil a kovetkezoé két egyenléség:
x3+3y* +7°+2=1998 és y?z=x.

Megoldas. A feltételt kielégité szamokra fennall, hogy
—:’>i\/9—423(z5 +2-1998)

27° '
z értéke csak 1, 2, 3 vagy 4 lehet, mert z>4 esetén z°+2z>1998 miatt a
négyzetgyok alatt negativ szam all.
Ezek kozil csak z=3-ra lesz y pozitiv egész, ekkor y=2 és x=12. A (12;2;3)
szamharmas valéban megoldas.

y®z% +3y® +2° +2=1998, tehat y° =

3. Az ABC haromsz6g BC oldalanak felezopontja A, az AB oldalanak
felezépontja C,, S pedig a haromszog sulypontja. Mekkorak a haromszog
szogei, ha

CAA / =CC,A ~/ és ASC,/=BAC/+ACBL?

Megoldas. Vezessik be a CAAZ =a jeldlést. Ekkor CCLAZ=a ésigy AC| AC,
miatt
ACC,Z=AAC/=a.
Mivel az ACAC, néegysz0g korbe
irhato,
ACC,/=AAC/=5.
ASC,Z =BCAZ+CAB/

miatt
180°-2a =2a + 28,

AC,C«£=180°-(2a + B)=90°.
lgy o= =30°, az ABC haromszdg
minden szdge pedig 60°.

14



4. Az ABC haromszog belsejében 1lévé P  pontra igaz, hogy
PABZ =PBCZ =PCAZ. Mivel egyenlé6 aPAB/ szdg tangensének értéke, ha
| AB|=13, |BC|=14 és | AC|=157?

Megoldas. Legyen PABZ =¢, |PA|l=X, |PBl|=y és |PC|=z. Ekkor a hdromszdg
tertlete

T= %sin @(13x+14y +157),

tehat
2T 168

13x+14y+15z 13x+14y+15z7"
mert a Héron keplet alapjan T =84.
Irjuk fela PAB, PBC és PCA haromszdgekre a koszinusz tételt:
y® =13% +x* —26XC0s ¢,
7> =14° + y* —28ycoso,
x? =15 +2*-30zcos¢ .
Ezeket 6sszeadva: 13° +14% +15% = (26X + 28y +302) cos ¢ .
Rendezve azt kapjuk, hogy

sing =

13% +14? +15?
CoSp = )
2(13x+14y +15z)
s ebbdl
sin 168
tgp=—"—t="".
cosep 295
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5. Bizonyitsd be, hogy ha egy tetraéder sulypontja mind a négy csucstol egyenlo
tavolsdgra van, akkor barmely két szemkozti élpar felezépontjait Gsszekotoé
szakasz merdleges mindkét élre!

Megoldéas. Legyen az ABC haromszdg a tetraéder alaplapja, D pedig a csucspontja.
Jelélje E és F rendre a CD és AB oldalélek kozéppontjat, a CFD haromszdgben
pedig S, és S, rendre az FD és CF oldalak kdzéppontjat, S pedig a CS, és DS,
szakaszok metszéspontjat. Elegendd megmutatni, hogy a CFD héaromszog egyenld
szar(, tehdt EF ebben a haromszogben az alaphoz tartozd magassagvonal, amib6l
mar kovetkezik a feladat allitasa. A feltételek alapjan | AS |<|BS |5 CS|H DS/, és a
stlyvonal tulajdonséagai miatt | SS, |=| SS, |, azaz |CS, |4 DS, |.

A parhuzamos szelék tétele és a sulyvonal tulajdonsaga miatt CDS,S, szimmetrikus
trapéz, amib6l kovetkezik, hogy CFD valoban egyenld szaru haromszog.

A tobbi oldalra ¢és a megfeleld felezOpontokat 0sszekdtd egyenesekre hasonldan
végezheto el a bizonyitas.
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12. évfolyam

1. Oldd meg az egész szamok halmazan a kovetkezoé egyenletet:
Xy —xy?+y*=1

Megoldas. Alakitsuk at az egyenlet bal oldalat a kovetkez6 modon:
X =3y —xy® + Yt =) (= y) = YR (x=y) = (k= V)P +xy +¥7).
Mivel x és y egészek, ezért (x—y)?> =1 és x*+xy+y? =1, amibdl a két egyenlet
Kivonasa utan xy =0 kovetkezik.
Ha x=0, akkor y=1vagy y=-1, hapedig y=0, akkor x=1 vagy x=-
Az egyenlet megoldashalmaza:

= {(,0),(-1,0),(0;1), (0;-1)}

2. Egy nem allandé szamtani sorozat elsé két tagjanak oOsszege és szorzata
egyenlé egymassal. Az els6 harom tag Gsszege és szorzata is egyenlé. Hatarozd
meg a szamtani sorozat els6é négy tagjanak az 6sszegét!

Megoldas. Legyen a szamtani sorozat els6 négy tagja & =a, a,, a, és a,. A feltétel
szerint a=a,, a+a, =aa, és a+a, +a, =aa,a,. Ezekbol az adatokbol nyilvanvalo,

hogy a=0 és a=1, tovabba
2

a
%= a-1 5 8 = a’—-a+1’

A szamtani sorozat tulajdonsagai alapjan a+a, =2a,, amib6l az elézéek alapjan és
rendezéssel megkapjuk, hogy a®-3a®+3a—-1=2. Ezt az egyenletet (a—1)°=

alakba frva kapjuk az egyetlen valos megoldast: a=1+3/2 . A szdmtani sorozat elsé
négy tagja igy:

1+%/§ 1
1432, a, = , a, =2a,—a, —1-—
"o BT \/— o 1+J— 2
9
Az elsd négy tag Osszege tehat: S :l+§/§+ )
gy tag g 4 132

3. Az ABCD trapéz csucsai a k korre
illeszkednek. A trapéz AD és BC
szarainak meghosszabitasai az M
pontban metszik egyméast. A k korhoz a
B, illetve D pontokban huzott érinték
metszéspontja N . Bizonyitsd be, hogy
MN parhuzamos AB -vel!

Megoldéas. Mivel

ABD/Z=BDC~/Z=CBNZ
és ABDZ =ACD~Z=MDN/Z, ezért BDMN
harnégyszog.

lgy NDCZ=DBC/=DNM./, ezért
DC||MN, ezért AB| MN is teljestl, amit

bizonyitani kellett.
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4. Az a élii ABCDEFGH kockaban mekkora az ADCH és a BCDG tetraéderek
kozos részét képezo test felszine és térfogata?

Megoldéas. Legyen az ABCD alaplap

kdzéppontja P, a CGHD lap

kdzéppontja Q. A két tetraéder kdzds

része a DPCQ tetraéder. A DCP és

CQD haromszdgek terilete egyen-
2

ként %, a PCQ oldallap terilete az

ACH szabalyos haromszog tertle- :
tének negyede. Tehdt a keresett 5 /

felszin és térfogat: D

2 2 2 a2
£, ,a V3 _(2+3)a
4 8 4 P

és 7 ~ R

5. Legyen A a tizes szdmrendszerben felirt 2003 szam szamjegyeinek

Osszege, B pedig az A szamjegyeinek 6sszege. Szamitsd ki a B szam
szamjegyeinek 0sszegét!

Megoldas. Jeldljuk a 2003°*® szamot N -nel, a B jegyeinek az dsszegét C -vel. Ha

a,,—" jel a,szamjegyeinek az 6sszege” kapcsolatot jeldli, akkor a feladat szerint
N—->A->B->C,

ahola C értékét kell kiszamolnunk.

Mivel tudjuk, hogy egy szam és a szam szdmjegyeinek az Osszege 9-cel osztva

ugyanazt a maradékot adja, igy a fenti lancon végigfutva N és C a kilencnek

ugyanabba a maradékosztalyaba esik.

A 2003 els6é hat hatvanyanak 9-es maradékai rendre 5, 7, 8, 4, 2, 1, és a tovabbi

hatvanyozasok soran ezek a maradékok ismétlddnek ebben a sorrendben. (Ez utdbbi

allitas binomidalis képlettel vagy matematikai indukciéval is bizonyithatd). Ezek

alapjan a 2003 hattal oszthato kitevOjii hatvanyai kilenccel osztva 1-est adnak

maradékul (példaul a 2004 kitevéjli), a rakovetkez6 pedig 5-0st. Ezek alapjan az N,

és igy a C is a 9-esnek az 5-6s maradékosztalyaba tartozik.

A tovébbiakban becstiljik feliil a keletkez6 6sszegeket. Az

N = 2003%°® <10000%% =10°?,
vagyis N legfeljebb 8020 jegyt, igy szamjegyeinek Gsszege: A<9-8020=72180. A
72180-nal Kkisebb szdmijegyek 0Osszege biztosan Kisebb, mint 7+9+9+9+9=43,
azaz B<43. A 43-nal kisebb szamok szamjegyeinek ©sszege a 39 esetében a
legnagyobb, 12, igy C <12.
Igy tehdt a C egy tizenketténél nem nagyobb szam, amely 9-cel osztva 5-Gt ad
maradékul, azaz C =5.
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Il. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

Eléadé: dr. Kosztolanyi Jozsef
Eléadas cime: Szdmelméleti érdekességek

A Versenybizottsag elndke, Péics Hajnalka alairja az okleveleket.

20



Il. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2005. januar 29.

9. evfolyam

1. Oldd meg a pozitiv egész szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:
3_\3
y?—x"=21.

2. Bizonyitsd be, hogy 6 oszt6ja n? +5-nek, ha n paratlan és 3-mal nem oszthat6
egész szam!

3. lgazold, hogy ha a, b és c kiilonb6z6 pozitiv szamok és a+b+c =1, akkor
(1-a)(1—b)(1—c) >8abc.

4. Hany négyzet lathat6 egy 8x8 -as sakktablan? Hany olyan téglalap van, amely
nem négyzet?

5. Egy derékszogi haromszog befogoi 28 cm és 45 cm hosszUsaguak. Hatarozd
meg a haromszog beirhato és kéréirhat6 korei kozéppontjainak tavolsagat!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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Il. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2005. januar 29.

10. évfolyam

1. Oldd meg az egész szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:
1 1 1
—+—==.
X y 3

2. Oldd meg a kovetkezé egyenlotlenséget:

1+ x)? </(1-x?)%.

3. Adott teriiletii derékszogii haromszogek koziil melyiknek legkisebb az
atfogoja?

4. lgaz-e, hogy

Y245 +32-5 =17

5. Egy haromszog szogeinek mértékei szdmtani sorozatot alkotnak. Hatarozd
meg ezeknek a szogeknek a mértékét kilon-kuldn, ha tudjuk, hogy szinuszaik

dsszege
3+ \/§
2

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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Il. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2005. januar 29.

11. évfolyam

1. Oldd meg a kovetkezo egyenletet:
4* +9* +25¢ =6 +10* +15".

2. Bizonyitsd be, hogy ha a, b és ¢ egy haromszdg oldalhosszUsagai, akkor
abc>(a+b-c)(a-b+c)(—a+b+c).

3. lgazold, hogy minden valos x értékre teljesiil a kovetkezo relacio:
x*+1>2x(x2 = x+1).

4. A Pitagorasz tétel szerint, barmely derékszogii haromszog befogéira rajzolt
négyzetek teriiletének oOsszege egyenlé az atfogora rajzolt négyzet terlletével.
lgaz-e a tétel kovetkezo altalanositasa: barmely derékszogii haromszog befogdira
rajzolt szabalyos n-szdgek (n > 3) teriiletének dsszege egyenlé az atfogora rajzolt
szabalyos n-szog terlletével.

5. Az ABCDA'B'C'D’ egységnyi éli kocka AC’ testatlojanak mely P pontjara
teljesul, hogy APC £ =60°?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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Il. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2005. januar 29.

12. évfolyam

1. Oldd meg a kovetkezo egyenletet a nemnegativ egész szamok halmazan:
XV = (x+1)Y.

2. lgazold, hogy barmely négyzetszamot 16-tal osztva négyzetszamot kapunk
maradékul!

3. Hatarozd meg az f fiiggvény szélséértékeit, ha

2
f - 20006 o
X“+4x+5

4. Adott a sikban n egyenes. Legalabb, illetve legfeljebb hany részre osztja fel a
sikot az n egyenes?

5. Bizonyitsd be, hogy ha a haromszég S sulypontjan és beirhatd kdrének O
kozéppontjan athaladé egyenes parhuzamos a haromszég valamely oldalaval,
akkor a haromszog oldalainak mérészamai szamtani sorozatot alkotnak!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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A ll. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

9. évfolyam

1. Oldd meg a pozitiv egész szamok halmazan a kovetkezé egyenletet:
3_ 3
y?—x"=21.

Megoldéas. Az egyenletnek csak olyan (x,y) pozitiv egész szamokbol all6 szampar
lehet a megoldésa, amelyre y > x. Alkalmazva az ismert azonossagot adodik, hogy

(y =x)(y* +xy +x?)=21.
A 21 két pozitiv szdm szorzatara a kovetkezd modon bonthatd:
Q) | y=x=1 | y?*4xy+x*=21
b) | y=Xx=3 | y? +xy+x*=7
C) | Y=-X=7 | y?’+xy+x*=3
d) | y=x=21| y24xy+x*=1
A c) és d) esetek nem lehetségesek, hiszen a pozitiv egész szdmok halmazén
Y%+ Xy +Xx* >3. (Az egyenléség y > x miatt nem teljestilhet.)

Tekintsik az a) esetet: y—x=1 és y* +xy+x* =21. Mivel y=x+1, ezért

(x+1)° +x(x+1) +x* =21, azaz 3x*+3x=20. A bal oldal oszthato6 3-mal, a jobb
nem, tehat ebben az esetben nincs megoldas.

Tekintsik a b) esetet: y—x=3 és y* +xy+x*=7. Mivel y=x+3, ezért

(x+3)* + x(x+3)+ x> =7, azaz 3x* +9x+9 =7, ami szintén nem teljesiilnet egyetlen

X pozitiv egész szdmra sem. Az egyenletnek a pozitiv egész szamok halmazan tehat
nincs megoldasa.

2. Bizonyitsd be, hogy 6 oszt6ja n? +5-nek, ha n paratlan és 3-mal nem oszthat6
egész szam!

Megoldas. Barmely n egész szam a kovetkez6 alakok valamelyikében irhat6 fel:

6k
6k +1
! Bk +1
6k +2 , , . ] .
n= (k egész szam), viszont n=<6k +3 (k egész szam)
6k +3
6k +5
6k +4
6k +5

paratlan n esetén adja a megmaradé lehetéségeket.

. ] . 6k +1 o .
Mivel n nem oszthaté 3-mal, ezért n= {Gk c (k egeész szam) lehetséges.
+

Ha n=6k+1, akkor n*+5=36k*+12k +1+5=36k*+12k +6. Mivel az Osszeg
minden tagja oszthat6 6-tal, ezért az 6sszeg is ilyen tulajdonsagu.

Ha n=6k+5, akkor n?+5=36k?+60k+25+5=236k?+60k+30, ami szintén
oszthat6 6-tal.
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3. lgazold, hogy ha a, b és c kiilonb6z6 pozitiv szamok és a+b+c =1, akkor
(1-a)(1—b)(1—c) >8abc.

Megoldas. Tekintslik a bizonyitandé egyenl6tlenség bal oldalan allo szorzat tényez6it
ésaz a+b+c=1 feltételt, amibdl
l-a=b+c,1l1-b=a+césl-c=a+b.
Ezt felhasznélva azt kell igazolni, hogy
(b+c)(a+c)(a+b)>8abc.

Osszuk el mindkét oldalt 8-cal és hajtsunk végre egy célszerii atalakitast:

b+c a+c a+b

2 2 2

A bal oldalon all6 tényez6k szamtani kozepek, amelyek a megfeleld mértani
kdzepekkel az alabbi relaciéban vannak:

b_;‘3>ﬁ,%>&ésa—;b>@,igy

b;c_a;c.azb>ﬁ.\/£.@’

ami egyenértékii a bizonyitand6 egyenlétlenséggel:

b;C-aZC-a;b >+/a’b%c? =abc.

> abc.

4. a) Hany négyzet lathato egy 8x8 -as sakktablan?
b) Hany olyan téglalap van, amely nem négyzet?

Megoldas. a) A lehetséges négyzeteket soroljuk osztalyokba aszerint, hogy hany
egység a négyzet oldala. (A ,legkisebb” négyzetek oldalait tekintjik egységnek.)

1 egység oldali négyzetek szama: 8° =64 .

2 egység oldalt négyzetek szama: 72 =49, mert a bal felsé sarokban tekintett 2x 2 -
es négyzetnek 7-7 ,elmozdulasa” lehetséges.

3 egység oldalt négyzetek szama: 6° =36, mert a bal felsé sarokban tekintett 3x 3 -as
négyzetnek 6-6 ,.elmozduldsa” lehetséges.
Az eljarést folytatva azt kapjuk, hogy 8 egységnyi oldall négyzet pontosan egy van. A
négyzetek szama tehat: 8% +7° +6° +5° +4% +3* +2% +1> = 204.
b) (I) Nevezzik az olyan téglalapot, amelynek két vizszintes oldala m egység, két
fiiggbleges oldala n egység (m,n) tipusinak, ahol 1<m<8, 1<n<8 és m=n.
Rovid meggondolas utan vilagos, hogy az (m,n) tipusu téglalapok szédma
(9—m)-(9—n). Szamlaljuk 6ssze a lehetséges tipusu téglalapok szamat:

@n): 8- (1+2+3+4+5+6+7)=8-28=224

2,n): 7-1+2+3+4+5+6+8)=7-29=203

3,n): 6-(1+2+3+4+5+7+8)=6-30=180

4n): 5 @1+2+3+4+6+7+8)=5-31=155

(5,n): 4-1+2+3+5+6+7+8)=4-32=128

6,n): 3-(1+2+3+4+5+7+8)=3-33=99

(7,n):  2-(1+3+4+5+6+7+8)=2-34=68

@n): 1.(2+3+4+5+6+7+8)=1-35=35
Azon téglalapok szdma, amelyek nem négyzetek:

224+203+180+155+128+99+ 68 +35=1092.
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b) (11) Osszeszamlaljuk a sakktablan lathato téglalapok szamat. Ez a szam tartalmazza
a négyzetek szamat is. Az igy kapott szambdl levonva a négyzetek szamat, magkapjuk
azon téglalapok szamat, amelyek nem négyzetek. Alkalmazva az (l)-ben latott
szamlalasi eljarast azzal a maédositassal, hogy m=n is lehetséges, a kovetkezbt
kapjuk:

@n): 8 @Q+2+3+4+5+6+7+8)=8-36

2n): 7-0+2+3+4+5+6+7+8)=7-36

8,n): 1-(1+2+3+.4+5+6+7+8):1-36
A téglalapok szdma: 36°=1296, azon téglalapok szdma pedig, amelyek nem
négyzetek: 1296 — 204 =1092 .

5. Egy derékszogii haromszog befogoi 28 cm és 45 cm hosszUsaguak. Hatdrozd
meg a haromszog beirhat6 és kéréirhat6 korei kozéppontjainak tavolsagat!

I.Megoldas. Tekintsik az ABC derékszogli hAromszoget, ahol ACBZ =90°. Legyen
F a haromszdg koréirhatd korének, O pedig a haromszdg beirhaté korének
kdzéppontja. Huzzunk az F ponton keresztiil (ez nyilvan az atfogd felez6pontja)
parhuzamost a haromszég AC befog6javal, az O ponton keresztil pedig
parhuzamost a haromszég BC befogdjaval. Legyen a P pont a most meghlzott
parhuzamosok metszéspontja. Az igy keletkezett POF héaromszdg befog6i 14—r,
illetve 22,5-r, ahol r az ABC haromszog beirhatd kdérének sugara. A r sugar
hosszat konnyen meghatarozhatjuk a kor kiilsé pontbdl huzott érintészakaszainak
egyenldségebol:
| AB|=28—-r+45—-r.
Most kiszamitjuk az AB atfogd hosszat a Pitagorasz tételbol:

| AB |°= 28% +45% = 2809, ahonnan | AB |=53, tehat r _28+45-53

10.

Most mar felirhatjuk a POF haromszdgre is a Pitagorasz tételt:
|OF |P= 4% -12,5% =172,25,
ahonnan a keresett tavolsag
|OF |~13,12.

I1.Megoldés. Barmely haromszog beirhato
és koréirhatd korei kozéppontjainak d
tavolsagara igaz, hogy d®=R*-2Rr, ahol
r a haromszog beirhat6 korének, R pedig a
haromszog koréirhato korének sugara. Most
R=26,5, az atfogé fele, a beirhaté kor
sugara r =10, igy
d*=26,5°-2-26,5-10=172,25,

ahonnan d ~13,12 adddik.
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10. évfolyam

1. Oldd meg az egész szamok halmazan a kévetkezé egyenletet:
1 1 1
===,
X y 3

Megoldas. Nyilvanvald, hogy csak olyan (x,y) sz&mpérok lehetnek megoldasok,
amelyekre x=0 és y=0. Szorozzuk meg mindkét oldalt 3xy-nal, rendezés és
kiemelés utan a kovetkezot kapjuk:

3y+3x=xy, azaz y(x—3)=3x.
Mivel x =3 (hiszen az x =3 esetben y-0=9 lenne, ami lehetetlen), ezért
3x  3(x-3)+9 9

= = =3+
y X—3 X—-3 X—-3

adodik. Az y pontosan akkor egész, ha is egész, azaz ha x—3 osztdja 9-nek. Az
X_

x —3 lehetséges értékei:

1 4 12

-1 2 -6

3 . 6 , 6
X—3= , amibél x= L és y=

-3 0 (kizéart) -

9 12

-9 -6 2

Az egyenletet a kdvetkezd szamparok elégitik ki:
(4,12), (2,-6), (6,6), (-6,2) és (12,4).

2. Oldd meg a kovetkezé egyenlotlenséget:

1+ x)? </(1-x?)%.

Megoldas. A megoldando6 egyenlétlenség a kovetkezé alakba irhato:
A+x)? <|1-x?].

Mivel 1—x? >0 pontosan akkor, ha —1<x<1 és 1-x*<0, ha x<-1 vagy x>1,
ezért két esetet killonbdztetlink meg.
Ha —1<x <1, akkor az egyenl6tlenség a kovetkezd alaku:

1+ x)%* <1-x?, amib8] x+x* <0
egyenl6tlenség adodik. Ez pontosan akkor teljesiil, ha —1< x <0. A kapott x értékek
a feltételnek megfelelnek, tehat minden —1< x <0 megoldas.
Ha x <—1 vagy x>1, akkor az (1+x)? < x> —1 egyenlétlenséget kell megoldani, ami

egyenértékli a kovetkezOvel: 2x<-2, azaz x<-1. A kapott x értékek mind
megfelelnek a feltételnek.

Osszefoglalva, az egyenldtlenségnek minden olyan x valds szam megoldasa, amelyre
-1<x<0 vagy x<-1, ami tgy is felirhatd, hogy x <0, de x=1.
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3. Adott teriileti derékszogii haromszogek koziil melyiknek legkisebb az
atfogoja?

I.Megoldas. Jeldlje T annak a derékszogii haromszognek a teriiletét, amelynek a
befogdi a és b, atfogdja pedig c. Ekkor

T= aTb, a Pitagorasz tételbd] pedig ¢* = a® +b?.

A c atfogd minimumat keressiik. Nyilvanvald, hogy c=+/a’*+b® pontosan ott

minimalis, ahol a ¢ =a® +b*. Felnasznalvaa T :aT-b osszefuiggést adodik, hogy

2 2
¢’ =a’ +4T2 =(a—2—Tj +4T.
a a

Ez az 6sszeg pontosan akkor minimalis, ha

a—z—T:O,azaz ha a:Z—T,azaz a’>=2T ,igy b*=2T.
a a

Megallapithatjuk, hogy az atfogé akkor a legkisebb, amikor a derékszogii haromszog
egyenl6szarl. Ekkor az atfogd
c=2T.

I1.Megoldas. Jeldlje a az a befogoval szemben fekvd szoget. Mivel a=csina és
b=ccosa , ezért

c?sina cosa 2T ) , AT
T=-—""—"""2/ahonnan ————=c¢?, azaz ¢’ =— .
2 Sina cosa sin2a

Ez a hanyados pontosan akkor minimalis, ha sin 2« =1 (hiszen a szdmlal6 konstans),

ahol 0<0¢<%. Az adott intervallumban sin2a =1 pontosan akkor teljesil, ha

20 :% ,azaz a = % Ekkor viszont a derékszdgii haromszog egyenld szarh és
c=2T.

4. lgaz-e, hogy

Y246 +32-6 =17

I Megoldas. Legyen a=32++/5 +32—+/5 . Kiséreljuk meg a kobgyokos kifejezés
alatt teljes kobok kialakitasat. Végezziik el a kovetkez6 atalakitdsokat:

a:%(§/16+8\/§ +€/16—8J§):%(%/1+3J§+15+5J§+§/1—3\/§+15—5J§ _
=%(§/<1+\/g)3 +§/(1—\E)3]:%(1+\E+1—\E):1.

I1.Megoldéas. Most probaljuk meg kobreemeléssel megoldani a feladatot.
% :2+£+3g/(2+£)2(2—\6)+3g/(2+\/§)(2—£)2 +2-5=
=4—3(€/2+\/§+%/2—\E)=4—3a,
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mert 33/(24’\/5)(2—\/5) =33/4-5=-3. Feladatunk a tovabbiakban az a®=4-3a

egyenlet megoldasa. Irjuk 4t az egyenletet az a®+3a—4 =0 alakba, majd a baloldalt
alakitsuk szorzatta:
a’+3a-4=a’-a+4a-4=a(@a’-1)+4(a-1)=
—a(a-D(@+D)+4(@a-1)=(a-D@*+a+4)
A megoldand6 egyenlet tehat
(a-D(@*+a+4)=0.
Ez a relacio pontosan akkor teljestl, ha a—-1=0, azaz a=1, ugyanis

2
a2+a+4:(a+£] +E,
2 4

amibél latszik, hogy az a® +a+4 =0 egyenlet egyetlen valos a-ra sem teljesiil. Ezért
a 32+5 +32-/5 szamkifejezés értéke valoban 1.

5. Egy haromszog szogeinek mértékei szdmtani sorozatot alkotnak. Hatarozd
meg ezeknek a szogeknek a mértékét kilon-kuldn, ha tudjuk, hogy szinuszaik

dsszege
3+ \/§
>

Megoldas. Legyenek o, B és y aharomszog szdgei. Ha e sz0gek mértékei szamtani
sorozatot alkotnak, akkor valamely ¢ szogre
B—o+pP+pP+¢p=180°,azaz f=60°.
A haromszdg szogei tehat a =60°—¢, B =60° és y =60°+¢.
irjuk most fel a szogek szinuszainak dsszegét:

sin(60°—¢)+sin60°+sin (60°+¢) = 3+2\6,
sin60°cos ¢ —c0s60°sin ¢ +sin 60° +sin 60° cos ¢ + cos60°sin ¢ = 3+2\/§ ,
25in 60° C0S ¢ + 5N 60° = 3+2\/§,

B B 3443

2-—COSQ +
p “RPTET

innen pedig 2+/3cos¢ =3, azaz cos¢ = % , tehat ¢ =30°.
A haromszdg keresett szogei: 30°,60°,90°.
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11. évfolyam

1. Oldd meg a kovetkezo egyenletet:
4% +9% + 25" =6* +10" +15".
Megoldas. Alakitsuk at az egyenletet a kovetkez6 modon:
(2) +(3) +(5) =27 342" 5 4357,
majd szorozzuk be 2-vel. Atalakitas utan a kovetkez6 egyenlethez jutunk:
(2-3) +(3*-5°) +(5-2*) =o0.
Ebbol kovetkezik, hogy 2* =3* =5* kell hogy teljestljon, azaz x=0.

2. Bizonyitsd be, hogy ha a, b és ¢ egy haromszdg oldalhossztsagai, akkor
abc>(a+b-c)(a-b+c)(-a+b+c).

Megoldas. Mivel az egyenl6tlenség mindkét oldalan szerepld tényez6k mindegyike
pozitiv, 1igy a Dbizonyitanddo egyenldtlenség egyenértékii a  kovetkezd

egyenlétlenséggel: a’b’c? > (a+b—c)?(a—b+c)?*(-a+b+c)?.

A jobb oldalon allé szorzat tényezdit csoportositsuk a kovetkezé modon:
(a+b-c)’(a—b+c)’*(-a+b+c)’ =
=[a+(b-c)][a—(b—c)][b—(a—c)][b+(a—c)][c—(b—a)][c+(b—a)]=

[az —(b—c)z][b2 —(a—c)z][c2 —(b—a)z].

Mivel a® —(b—c)? <a?, b?>—(a—c)®> <b? és c®—(b—a)* <c?, ezért

a’b%c? > (a+b-c)?(a—b+c)’*(-a+b+c)?
teljesil, s ezzel allitasunkat bizonyitottuk.

3. lgazold, hogy minden valos x értékre teljesiil a kovetkezo relacio:
x*+1>2x(x2 - x+1).

Megoldas. Beszorzds és rendezés utan adodik x*+1>2x®—2x*+2x, amibdl
x*+2x% +1>2x° + 2x kovetkezik. A bal oldalon teljes négyzet all, a jobb oldalon

kiemelés utén a kovetkezst kapjuk: (x* +1)2 > 2x(X* +1).

Mivel x*+1>0, ezért a kapott egyenlStlenség egyenértékli az x> +1>2x
egyenlStlenséggel, amibol az (x—1)> >0 egyenlétlenséget kapjuk, ami minden valds
X -re teljesill, igy az eredeti egyenlétlenségnek is minden valos X megoldasa.

4. A Pitagorasz tétel szerint, barmely derékszogii haromszog befogéira rajzolt
négyzetek teriiletének oOsszege egyenlé az atfogora rajzolt négyzet terlletével.
lgaz-e a tétel kovetkezo altalanositasa: barmely derékszogii haromszog befogdira
rajzolt szabalyos n-szdgek (n > 3) teriiletének dsszege egyenlé az atfogora rajzolt
szabalyos n-szog terlletével.

Megoldas. n=4-re az allitas igaz (Pitagorasz tétel). Vajon igaz-e az allitds n=3-ra?
Rajzoljunk a derékszogli haromszog oldalai f61¢ szabalyos haromszogeket. Az egyes
haromszdgek terlletei:
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2 2 2
T, =2 */§,Tb=b 3 4T, =2 3
4 4 4
2 2 2
Azt kell eldonteni, hogy igaz-e az a \/§+b V3 _C J3 egyenléség. i-mal
4 4 4 J3

szorozva mindkét oldalt megkapjuk az a® +b* =c¢® ekvivalens egyenléséget, vagyis a
Pitagorasz tételt, amirdl tudjuk, hogy igaz, ezért T, +T, =T_ is igaz.

Legyen ezutan n>5 tetszbleges. Jelolje tovabbra is T,, T, és T, az a, b és ¢
oldalak flé rajzolt szabalyos n-szogek teriiletét. Tudjuk, hogy a szabalyos n-sz6gek

paronként hasonldak. Jeloljuk a T, és ¢ aranyat n -val, azaz n :C—gio. Az n tehéat

azt mutatja meg, hogy a c atfogoéra rajzolt szabalyos n-szdg teriilete hanyszorosa az
atfogora rajzolt négyzet tertletének, vagyis T, =n-c?.
a

2
Megmutatjuk, hogy igazak a T, =n-a’ és T, =n-b* relaciok is. Mivel :Ir__a:(_j ,
C

C
azaz a terliletek aranya egyenld a megfeleld oldalak ardnyanak négyzetével, ezért

2 2
Ta=Tc(E] =n-¢ =’
c c

T, (bY b’ 2
Hasonl6an —bz(—] ,ahonnan T, =T, (—] =n-c*-—=n-b.
T C c c

C
Azt akarjuk eldonteni, hogy igaz-e a T, +T, =T, relacid, azaz na* +nb* =nc®. Ez az
egyenldség egyenértékii az a® +b? =c? relacioval (hiszen egymasbél n = 0-val valo
osztéassal/szorzassal allnak eld). Mivel a* +b* =c? igaz, ezért na® +nb® =nc? is igaz.
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5. Az ABCDA'B'C'D’ egységnyi éli kocka AC’ testatlojanak mely P pontjara
teljesul, hogy APC £ =60°7?

Megoldas. Ismert, hogy az egységnyi élii kocka lapatléja /2, testatloja pedig /3.
Jelélje y a keresett P pontnak az A csucstél, x pediga C csucstdl vald tavolsagat.
Legyen PACZ =¢ . Célunk az y szakasz hosszdnak meghatarozésa.

frjuk fel elészor az ACP haromszégre a szinusztételt:

X -Slnqo innen X:\/-ESIanZZ\/ESInq).
J2  sin60° sin 60° J3
Mivel az ACC' haromszogb6l singo:i és cosp =——, ezért x:&.
NE V3 3

Ezek utén irjuk fel az ACP haromszdgben a keresett y szakaszra a koszinusztételt:
2
y2=x’ +(J§) —~2xy/2 cos(120° - ) =§+ 2—g(c05120°005(p+sin120°sin ).

g2 8(1\F\f1] 26 sff 524/3 ~244/3+2442 _

2 3 B9 3 2B 18V3

14\6“2( , ahonnany = M ~1,626.
93 ' o3

D'
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12. évfolyam

1. Oldd meg a kovetkezo egyenletet a nemnegativ egész szamok halmazan:
XV = (x+1)Y.

Megoldas. Ha x =0, akkor x’* =0 barmely nemnegativ egész szamra, ugyanakkor
(x+1)Y =1. Igyaz x =0 esetre nincs megoldas.

Ha x=1, akkor xY™ =1, barmely y nemnegativ egész szamra, ugyanakkor 2’ =1
pontosan akkor, ha y =0. Tehat az (1,0) szampar megoldasa az egyenletnek.

Ha x>2 és x paros, akkor x’* is paros, ugyanakkor (x+1)Y pératlan barmely y
nemnegativ egész szam esetén, ezért x’™ = (x+1)Y. Ha x paratlan, akkor x’* is

paratlan és (x+1)Y paros barmely y nemnegativ egész szamra, ezért x¥™ = (x +1)”..
Az egyenletet tehat egyetlen nemnegativ egész szamokbdl allo paros elégiti Ki:
x=1, y=0.

2. lgazold, hogy barmely négyzetszamot 16-tal osztva négyzetszamot kapunk
maradékul!

Megoldas. Elészor lassuk be a paros szamok négyzeteire, majd kés6bb belatjuk a
paratlanokéra is.
A péros szdmok a 4-gyel vald oszthatésag szempontjabol felirhatok 4k és 4k +2
alakban (ahol k egész szam). A 4k alaku péaros szamok négyzete
(4k)* =16Kk>.

Ez a négyzetszam 16-tal osztva 0-a4t ad maradékul, ami négyzetszam. A 4k + 2 alaku
szamok négyzete

(4k +2)* =16k* +16k + 4 =16(k* + k) + 4,
amely alakbol latszik, hogy a négyzetszam 16-tal osztva 4-et ad maradékul, ami
négyzetszam.
Most vegyiik sorra a paratlan szamokat, mégpedig el6szor a 8k £1, majd a 8k £3
alaklakat.

(8k £1)* = 64k* +16k +1=16(4k*£k)+1

(8k £3)* = 64k* + 48k +9 =16(4k* +3k) +9.

A két alakrdl megallapithato, hogy 16-tal osztva 1-et, illetve 9-et adnak maradékul,
amelyek négyzetszamok. Ezzel minden szd&m négyzetére bebizonyitottuk az allitast.

3. Hatarozd meg az f fiiggvény szélséértékeit, ha
2x% +6x+6

fx)==2—"""" xeR.
) X2 +4x+5

I.Megoldés. Vezessik be az f(x)=y jelolést. Mivel az f fliggvény minden val6s

2x% +6X+6
X2 +4x+5
yx* +4yx+5y =2x* +6x+6, illetve (y—2)x*+(4y-6)x+5y—-6=0

szamra értelmezett, ezértaz y = egyenlet ekvivalens az
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egyenlettel. Ki kell vizsgalni, hogy milyen y értékek esetén van megoldasa a kapott
egyenletnek, majd meg kell hatarozni a legkisebb és a legnagyobb y értéket, ha

ilyenek léteznek.
y =2 esetén az egyenlet els6foku, azaz 2x+4 =0, amibdl x=-2.

Ha y =2, akkor az egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg, ha a diszkriminans
nemnegativ, azaz

~(4y-6)*-4(y-2)(5y-6) 20,

—4y® +16y-12>0,

~4(y* -4y +3) >0,

—4(y-1)(y-3) 20,
Amibdl kdvetkezik, hogy 1<y <3, tehat a fuggveny minimuma 1, maximuma 3.

I1.Megoldas. Alakitsuk 4t a fliggvényt a kvetkezé modon:
f () = 2x* +6x+6 _ X" +4x+5+x’ +2x+1_ (x+1)? |
X2 +4x+5 X2 +4x+5 (x+2)%+1
Ez a kifejezés biztosan nem kisebb 1-nél. Egyenl6ség x=-1 esetén van, ami azt

jelenti, hogy ezen a helyen lesz a fliggvénynek minimuma, amelynek értéke 1.
Hasonl6 atalakitassal jutunk a figgvény maximumahoz is. Mégpedig igy:

() = 2x% +6x+6  3x® +12x+15— (x> +6x+9) 3 (x+3)?
X2 +4x+5 X2 +4x+5 (x+2)%+1"

Egyenl6ség x = -3 esetén van, ami azt jelenti, hogy ezen a helyen lesz a fliggvénynek
maximuma, amelynek értéke 3.

4. Adott a sikban n egyenes. Legalabb, illetve legfeljebb hany részre osztja fel a
sikot az n egyenes?

Megoldas. Nyilvanvald, hogy n=1 esetben a részek szdma t =2.

Ha n=2, akkor mar két eset lehetséges. A tovabbiakban mindig feltételezziik, hogy
az egyenesek kozott nincsenek olyanok, amelyek egybeesnek.

Ha a két egyenes parhuzamos, akkor a részek szama t =3, ha a két egyenes metsz0,
akkor a részek szdma t = 4.

Ha n =3, akkor a helyzet mar kicsit 0sszetettebb. Harom parhuzamos egyenes esetén
a részek szama t = 4, két parhuzamos és egy metszé egyenes esetén t =6, harom egy
ponton &thaladd egyenes esetén t=6, valamint hirom egymast metsz6 egyenes
esetén, amelyek kozott nincs parhuzamos és amelyek nem egy kdzds ponton haladnak
keresztil, t=7.

A konkrét esetek tanulmanyozésa alapjan vilagos, hogy adott n egyenes esetén a
részek szama pontosan akkor minimalis, ha az egyenesek péarhuzamosak. Ekkor a
részek szama t... =n+1. Az is vilagos, hogy a részek szama adott n egyenes esetén

akkor maximalis, ha az egyenesek kozott barmelyik kettd nem parhuzamos és nincs
kozottuk harom olyan, amely egy ponton megy at. Ezutdn alkalmas
szamlalastechnikat kell konstrualni a maximumok 0Osszeszamlalasara. Legyen az
egyenesek szdma n, a maximalis részek szama ekkor
n(n+1) n*+n+2

2 2

tx =2+2+3+4+--+n=1+
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5. Bizonyitsd be, hogy ha a haromszég S sulypontjan és beirhatd kdrének O
kozéppontjan athaladé egyenes parhuzamos a haromszég valamely oldalaval,
akkor a haromszog oldalainak mérészamai szamtani sorozatot alkotnak!

Megoldas. Barmely haromszog beirhatd kérének r sugara kifejezhet6 a haromszog
terulete és kerllete segitségével, azaz
T

&
Ha az S és O pontokon atmené e egyenes parhuzamos a haromszdg a oldalaval,
akkor a sulypont tulajdonsagai miatt a hAromszdg beirhat6 korének r sugara az a
oldalhoz tartoz6 m, magassag harmada:

r

m
r=—=.
3
Az r sugar e két kifejezését egybevetve, és felhasznalva hogy
2T
m, =—,
a
kapjuk, hogy
_ao
a+b+c 3a’
innen pedig
a+b+c=3a,
azaz
b+c
—=a
2

A haromsz6g oldalai tehat tényleg szamtani sorozatot alkotnak, mégpedig az az oldal
a sorozat kozépso eleme, amellyel az e egyenes parhuzamos.

A
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A ll. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
DIJAZOTTJAI

9. évfolyam

. Csizmadija Laura, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, I. dij

. Gombéar Tamas, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, I. dij

. Juhasz Andor, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

. Lajk6é Miklés, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I1. dij

. Fontanyi Andor, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
. Grujin Tamara, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

. Kalméar Gergely, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij
. Seregély Emese, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

CONO OIS WN B

10. évfolyam

1. Csizmadia Zsolt, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, I. dij
2. Dome Zsolt, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

3. Lakatos Zoltan, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, |. dij

4. Borbas Imre, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, I1. dij

5. Takacs Arpad, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 11. dij

6. Karacsonyi Eva, Bolyai Tehetséggondozo Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
7. Szegedi Mihaly, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 11. dij

8. Botos Zs6fia, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij
9. Varga David, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, Il1. dij

10. Désa Szilvia, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij

11. évfolyam

1. S6ti Valentin, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, |. dij
2. Olah Attila, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 11. dij
3. Hollé Déra, Dositej Obradovi¢ Gimnéazium, Topolya, I11. dij
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A lll. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

El6adé: dr. Karsai Janos
Eléadas cime: Szamitdgeppel szerkesztett matematikai viragok

A tanulok érdeklodéssel hallgatjak az eléadast.
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I1l. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Szabadka, 2006. januar 21.

9. évfolyam

1. Jelentse a, b és ¢ egy haromszog oldalainak a hosszat. Bizonyitsd be, hogy
fennall a kovetkezo egyenlotlenség:

a(b—c)? +b(c—a)® +c(a—b)* +4abc > a +b® +c2.

2. Harom iskola mindegyikében n tanuldé van. Minden tanulé a masik két
iskolabol egyittvéve n+1 tanulét ismer. Bizonyitsd be, hogy vélaszthaté a harom
iskola mindegyikébdl egy-egy tanuld Ugy, hogy mindegyikik ismeri a masik
kettot. (Az ismeretségeket kolcsonosnek tételezziik fel.)

3. Az ABC héaromszég C csucsbdl indul6 salyvonala az AB oldalt C,-ben, a
haromszog koré irhatd korét C,-ben, a B csucsbdl induld sulyvonal az AC
oldalt B,-ben, a koré irhat6 kort B,-ben metszi. Bizonyitsd be, hogy ha e két
siulyvonal meréleges egymasra, akkor C,B, merdleges AS-re, ahol S a
haromszog sulypontja!

4. Keresd meg a legkisebb olyan természetes szamot, ami 56-ra végzodik,
oszthat6 56-tal, és szAmjegyeinek 0sszege éppen 56.

5. Bizonyitsd be, hogy haaz a, b és ¢ egész szamokra teljesil az ab+bc+ca=0
osszefliggés, akkor az abc szorzat folirhatd egy négyzetszam és egy kdbszam
szorzataként!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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I1l. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Szabadka, 2006. januar 21.

10. évfolyam

1. Mely egész a, b és c értékek elégitik ki az

a?+b?+c?+3<ab+3b+2c
egyenldtlenséget?

2. Legyen n egész szam. Bizonyitsd be, hogy ha 2+ 2+/28n? +1 egész szam, akkor
négyzetszam is!

3. Bizonyitsd be, hogy ha p 5-nél nagyobb primszam, akkor az x*+4*=p
egyenletnek nincs egész megoldésa!

4. Az ABC haromszégben 7/2#. Legyen D a C-bél indulé szogfelezé AB
oldalhoz tartoz6 pontja, O pedig a haromszog koré irhatd kérének kézéppontja.
Mekkorak a haromszdg sz6gei, ha ODAC hurnégyszog?

5. Inflacidban gyakran emelik a villamos kozlekedési dijat. A jegy arat ilyenkor a
jegy nélkil utazékra kirott buntetés mértékére emelik, a buntetés pedig mindig
az éppen érvényes jegy aranak 10-szerese. Makacs Tamas elvi kérdést csindl
abbol, hogy ne vegyen jegyet, igy mar 9-szer bintették meg. Radadasul az egyik
alkalommal fizetés kdzben elejtett, és igy elvesztett egy ,,nagy értékii” bankot.
Igy Tamasnak eddig 23650 Ft-ja ment ra a villamosozasra. Hany Ft-os bankot
vesztett el Tamas? (Inflacioban a ,,nagy értékii” bankok az 1000, 2000, 5000 és a
10000 Ft-osak.)

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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I1l. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Szabadka, 2006. januar 21.

11. évfolyam

1. Két egybevagd, haromoldali szabalyos gulat alapjuk mentén 0Osszeillesz-
tettiink. A Keletkez6 hatlapi test minden lapszoge ugyanakkora. Hatarozd meg a
két haromélii csucs tavolsaganak és két oldalcsucs tavolsaganak az aranyat!

2. Jelentse a, b és c egy haromszog oldalainak a hosszat. Bizonyitsd be, hogy
fennall a kovetkezé egyenlétlenség:

a(b—c)? +b(c—a)® +c(a—b)* +4abc > a® +b® +c2.

3. Egy sakktiabla minden mezejére kockat helyeztiink. Ezek lapjai a mezdokkel
egybevagoak. Minden kockéanak van fekete lapja. Azt akarjuk elérni, hogy folul
csak fekete lapok legyenek. Bizonyitsd be, hogy ezt el lehet érni, ha kockéat csak
ugy mozgathatunk el, hogy teljes soraval vagy oszlopaval elforgatjuk annak
hossztengelye kortl!

4. Bizonyitsd be, hogy ha p 5-nél nagyobb primszam, akkor az x*+4*=p
egyenletnek nincs egész megoldésa!

5. Bizonyitsd be, hogy az A/ A A, ... A, szabalyos tizenkétszogben
1 1 4

IAAE [AAF [AAFE

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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I1l. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Szabadka, 2006. januar 21.

12. évfolyam

1. Bizonyitsd be, hogy ha n természetes szam, akkor (5+«/2_6)n tizedestort

alakjaban a tizedesvesszot koveto elsé6 n szamjegy egyenlé!

2. Egy konyvtar ki- és bejaratanal egy-egy tabla all. Minden be-, illetve kilépének
fel kell irnia a megfeleléo tabliara, hogy hany embert talalt, illetve hagyott a
konyvtarban. Bizonyitsd be, hogy egy teljes nap soran ugyanazok a szamok
keriilnek a két tablara, legfeljebb mas sorrendben (feltessziik, hogy egyszerre
csak egy ember érkezik vagy tavozik).

3. Milyen n és k természetes szamok esetén alkot szamtani sorozatot a

kovetkezo harom kifejezés:
n n n
k-1) (k) (k+1)

4. Adott négyzeteknek egy végtelen sorozata, ahol az oldalak hossza rendre

%%l Bizonyitsd be, hogy van olyan négyzet, amelyben mindezek a
n

négyzetek atfedes nélkil elhelyezhetok, és keresd meg a legkisebb ilyen

négyzetet!

5. Az ABC haromszdg B és C csucsain atmené kor az AB oldalt D pontban, az
AC oldalt pedig E pontban metszi. A haromszég AF sulyvonala DE -t G
pontban metszi. Bizonyitsd be, hogy ekkor

|GD| |ACF
|GE| |ABJ

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.
Jo munkat!
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A lll. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

9. évfolyam

1. Jelentse a, b és ¢ egy haromszdg oldalainak a hosszat. Bizonyitsd be, hogy
fennall a kovetkezo6 egyenlotlenség:

a(b—c)? +b(c—a)® +c(a—b)* +4abc > a +b® +c2.

Megoldas. Rendezziik a bal oldalt, a job oldalon szerepl6 kifejezéseket vigylik at az
egyenl6tlenség bal oldalara, majd alakitsuk at a kifejezést!

ab® —2abc + ac” +bc? — 2abc +ba® + ca® — 2abc + cb? +4abc —a® —-b® —c®* >0
ab® +ac” +bc® +ba® +ca® +cb? —2abc—a* -b*-c®* >0

b(a® —c? +2bc—b?) +c(a? —c® + 2bc —b?)—a(a? —c® + 2bc —b?) > 0
(b+c—a)(a®—c?+2bc—b?)>0

(b+c-a)@®—-(c-b)*)>0

(b+c—-a)(a-c+b)(a+c—-b)>0

A haromszdg-egyenl6tlenségek alapjan mindharom tényezé pozitiv, azaz igaz
egyenl6tlenséget kaptunk.

2. Harom iskola mindegyikében n tanuldé van. Minden tanulé a masik két
iskolabol egyittvéve n+1 tanulét ismer. Bizonyitsd be, hogy vélaszthaté a harom
iskola mindegyikébdl egy-egy tanuld Ugy, hogy mindegyikik ismeri a masik
kettot. (Az ismeretségeket kolcsonosnek tételezziik fel.)

Megoldas. Megkeérdeziink mindenkit, hany ismerdse van egy-egy iskolaban. Legyen a
legkisebb hallott sz&m k. Ez nem 0, mert mindenkinek t6bb ismer6se van a masik két
iskolabol, mint ahany tanulé jar egy-egy iskolaba.

Legyen mondjuk Andras az A iskolabél egy tanulé, akinek k ismerése van a B
iskolaban. Ekkor a C iskolaban n+1-k ismerdse van és k —1 tanulot nem ismer.
Andras egy B iskolabeli ismer6se, mondjuk Balint, legalabb k tanuldt ismer a C
iskolabol. Ezek koziil legalabb egy ismeri Andrast is. Ha Csongor egy k6zos ismerds,
akkor harmuk kozull mindenki ismeri a masik kett6t. A feladat allitasa tehat igaz.

3. Az ABC héaromszog C csucsbdl indul6 salyvonala az AB oldalt C,-ben, a
haromszog koré irhatd korét C,-ben, a B csucsbdl induld sulyvonal az AC
oldalt B,-ben, a koré irhat6 kort B,-ben metszi. Bizonyitsd be, hogy ha e két
sllyvonal meréleges egymasra, akkor C,B, merdleges AS-re, ahol S a
haromszég sulypontja!

Megoldas. Hasznaljuk az abra jeloléseit. Legyen ¢ =CCBZ. A C,B, szakasz az
ABC haromszognek egy kdzépvonala, ezért C B, parhuzamos BC -vel. Ebb6l az is
kovetkezik, hogy az ABC haromsz6g AA sllyvonaldnak C B, -gyel alkotott E
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metszéspontja felezi a C,B, szakaszt. Ezek szerint C,SB, derékszogli haromszognek
SE az atfog6hoz tartozé stlyvonala, amir6l tudjuk — Thélész tétele miatt — hogy
egyenld az atfogd felével.

| SE [/ C,E < EB, |.

Ez viszont azt jelenti, hogy a C,ES .
haromszog egyenld szaru, vagyis \
EC,SZ=SCBL=ESC,/=¢p.
Vizsgéljuk  most a  C,B,S
derékszogli haromszoget. Nyilvan
C,B,SZ=¢, hiszen a C,B,BL és
C,CBZ azonos iven nyugvo keruleti

sz0gek. Mivel C,ST £ =¢, ezért

TSB,Z/=90°-0,
ami azt jelenti, hogy a B,TS
haromszdgben

B,TS/ =90°,

vagyis AS meréleges C,B,-re, és éppen ezt kellett igazolnunk.

4. Keresd meg a legkisebb olyan természetes szadmot, ami 56-ra végzodik,
oszthat6 56-tal, és szdmjegyeinek 0sszege éppen 56.

Megoldas. A keresett szam felirhatd A-100+56 alakban. Mivel 56| A-100, igy
14| A, azaz A paros szam és oszthatd 7-tel, szamjegyeinek 6sszege pedig
56— (5+6)=45. A legkisebb olyan paros szam, ahol a szdmjegyek &sszege 45 a

199998, de ez nem oszthatd 7-tel. A kovetkez6 a 289998, majd a 298998. Ez utdbbi
oszthato csak 7-tel, tehat a keresett szam a 29899856.

5. Bizonyitsd be, hogy haaz a, b és ¢ egész szamokra teljesil az ab+bc+ca=0
osszefliggés, akkor az abc szorzat folirhatd egy négyzetszam és egy kdbszam
szorzataként!

Megoldas. Vegyiuk észre, hogy ab=-c(b+a) miatt, az a, b és ¢ szamok
mindegyike osztja a méasik két szdmot, ezért ebbdl az kovetkezik, hogy ha az abc
szorzat oszthaté egy p egész szammal, akkor p"-nel is oszthatdé valamilyen n>1
természetes szamra. Ekkor viszont biztosan taldlhatok olyan x és y nemmegativ

egészek, amelyekre p" = p* - p®, ami igazolja a feladat allitasat.
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10. évfolyam

1. Mely egész a, b és c értékek elégitik ki az

a?+b?+c?+3<ab+3b+2c
egyenldtlenséget?

Megoldas. Minthogy az egyenl6tlenség mindkét oldaldn egész szam all, az
egyenl6tlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha a bal oldal legalabb 1-gyel kisebb a
jobb oldalnal, igy a bal oldalhoz 1-et hozzaadva akar az egyenl6ség is teljesiilhet, azaz

a’+b?+c?+4<ab+3b+2c.
Megfelel6 rendezéssel a kovetkezd egyenlétlenségeket kapjuk:

2 2
a’ —ab+b7+%—3b+3+c2 —2c+1<0

(a—%)z +3(%-1}2 +(c-1)*<0

A fenti egyenl6tlenség csak akkor teljestilhet, ha benne minden négyzet alapja 0,
hiszen kilonben a bal oldalon pozitiv szam allna. Eszerint
a—9:0, 9—1:0, c-1=0,
2 2

amelybol az egyetlen megoldas: a=1, b=2, c=1.

2. Legyen n egész szam. Bizonyitsd be, hogy ha 2+ 2+/28n? +1 egész szam, akkor
négyzetszam is!

Megoldas. Legyen 2+2y28n*+1=a. Megfelelé rendezéssel, majd négyzetre
emeléssel adodik, hogy

24/28n* +1=a-2, illetve 7-16n* =a(a—4).

A feltétel szerint a egész, ez esetben azonban parosnak kell lennie, s6t 4-gyel
oszthaténak is, mert ha paratlan, akkor a—4 is és a(a—4) is péaratlan, ha pedig
paratlan szam kétszerese, akkor a—4 is az, s igy a szorzat paratlan szdm négyszerese,
tehat nem oszthat6 16-tal. Eszerint alkalmas b egész szammal a =4b és

n*=b(b-1).
Itt b és b-1 relativ prim egymashoz, hiszen minden kozos osztéjuk osztdja a
kildénbségiknek, 1-nek is. Ez esetben egyikiknek négyzetszamnak Kkell lennie,
masikuknak pedig egy négyzetszam 7-szeresének. Ha ugyanis n, b és b-1 helyébe
beirjuk felbontdsukat primszamok szorzatara, akkor a bal oldalon a 7 paératlan
hatvanyon fog szerepelni, a tobbi primszam paros hatvanyon.
A jobb oldalon b és b—1 primosztoi kiilonb6zdek.
A szamelmélet alaptétele szerint egy szdm primtényezds felbontasa a tényezdk
sorrendjétdl eltekintve egyértelmill, tehat a két oldalon ugyanazok a primszdmok
szerepelnek, és egy-egy prim a két oldalon ugyanazon a hatvanyon fordul el6. Ekkor
b és b—1 felbontasiban minden prim paros kitevével szerepel, kivéve a hetet amely
fellép valamelyiknek a felbontasaban, éspedig paratlan hatvanyon. A két szam egyike
tehat x*, a masik 7y’ alaki. Mivel b és b—1 egyike paros, masikuk paratlan, igy x
és y kozil is egyik paros, masik paratlan.
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Azt is tudjuk, hogy x*—7y? vagy 1, vagy -1, tovabba azt is, hogy paros szam
négyzete oszthato 4-gyel, paratlan szamé pedig 4-gyel osztva (s6t 8-cal osztva is) 1-et
ad maradékul. Eszerint, ha 7y?-et 4-gyel osztjuk, akkor O vagy 3 a maradék, x*-é
pedig 1 vagy 0. Mivel tovabba az egyik maradék 0, igy az x*>—7y* szam mindkét
esetben 1 maradékot kap, tehat nem lehet —1-gyel, csak 1-gyel egyenlé. Ez azt jelenti,
hogy b=x*, b—1=7y?. Ha tehat a feladatban szereplé a szam egész, akkor fennall

r4, hogy a = 4b = 4x* = (2x)?, vagyis négyzetszam, amint a feladat allitotta.

3. Bizonyitsd be, hogy ha p 5-nél nagyobb primszam, akkor az x*+4*=p
egyenletnek nincs egész megoldéasa!

Megoldas. Csak pozitiv egész x értékek jonnek tekintetbe, mert negativokra a
K =x*+4¥
kifejezés nem is egész, 0-ra pedig 1. Pozitiv paros x-ekre K oszthaté 4-gyel, tehat
dsszetett.
Ha x pozitiv paratlan szam, akkor 2y +1 alakban irva

4% = 4.4% :4-(2y)4.
x—1

frjunk 2¥ =2 2 helyébe z -t. Ekkor kifejezéstink igy alakithato:
2

K=x*+4z% =x* +47* + 4x?2% - 4x%2% = (x2 + 222) ~(2x2)’ =

:(x2 +27° +2xz)(x2 +27° —2xz) = ((x+ 7)° + 22)((x—z)2 + 22).
Itt az elsé tényez6 mindig nagyobb, mint 1, mert mindegyik tagja legaldbb 1. A
masodik tényezd pedig csak akkor Iehet 1, ha x =z =1. Mivel

X=2y+1lés z=27,
igy ez abban az esetben kdvetkezik be, ha x=1 és y =0. Ekkor
x*+4% =5,

p azonban 5-nél nem nagyobb. Igy a feladatban szerepl6é egyenletnek valoban nincs
egész megoldasa.

4. Az ABC haromszogben ;/z#. Legyen D a C-bél indulé szogfelezé AB

oldalhoz tartoz6 pontja, O pedig a haromszdg koré irhatd kérének kézéppontja.
Mekkorak a haromszdg sz6gei, ha ODAC hurnégyszog?

Megoldas. Mivel ;/:#, ezért ;/:1802_7, ahonnan y =60°. Az AOB

haromszdgben a kerileti és kdzépponti szogek tétele miatt AOB£ =120°. Mivel az
AOB haromszog egyenld szaru, igy

ABO/ = M =30°
Mivel ACOD hurnégyszdg, ezért DCOZ =0ADZ, hiszen azonos iven nyugvo
kertleti szogek. Azt kaptuk tehat, hogy DCOZ = OAD £ = 30°.
A DCO szdget felirhatjuk masképpen is. Az ACO egyenlé szara haromszogben a

COAZ=2p,

ugyancsak a keruleti és kozépponti szogek tétele miatt. Ezért ACOZ =90°— /. Ekkor
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DCO«Z=ACOZ-ACDZ=90°-p3-30°=60°-3,
hiszen CD szogfelezd. Igy azt kaptuk, hogy 30°=60°— 4, tehat B =30°, akkor

pedig a =90°. Az ABC haromsz6g szdgei tehat
o =90°, B =30° és y =60°.

5. Inflacidban gyakran emelik a villamos kozlekedési dijat. A jegy arat ilyenkor a
jegy nélkil utazékra kirott buntetés mértékére emelik, a bintetés pedig mindig
az éppen érvényes jegy aranak 10-szerese. Makacs Tamas elvi kérdést csindl
abbol, hogy ne vegyen jegyet, igy mar 9-szer biintették meg. Raadasul az egyik
alkalommal fizetés kdzben elejtett, és igy elvesztett egy ,,nagy értékii” bankot.
Igy Tamasnak eddig 23650 Ft-ja ment ra a villamosozasra. Hany Ft-os bankot
vesztett el Tamas? (Inflacioban a ,,nagy értékii” bankok az 1000, 2000, 5000 és a
10000 Ft-osak.)

Megoldas. Egy szam és a tizszerese is kilenccel osztva ugyanazt a maradékot adja.
Ezek szerint a villamosjegy és a buntetések is az inflaci6 soran ugyanazt a 9-es
maradékot adtak, illetve Makacs Tamas altal kifizetett kilenc bintetés is mindig
ugyanazt a maradékot adta. Legyen ez a maradék k (0<k <8). Ekkor egy buntetés
9a +k (i=1,2,...,9) alaku, a kilenc biintetés §sszege pedig

(9a, +k)+(9a, +k)+---+(9a, +k)=9(a, +a, +---+ay +k)
alak(, azaz a kifizetett blntetések 0sszege Kilenccel oszthatd szam. A felsorolt nagy

értékil bankok koziil egyediil a 2000-es egésziti ki a 23 650-et 9-cel oszthaté szamra,
tehat Tamas egy 2000-es bankot veszitett el.
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11. évfolyam

1. Két egybevagd, haromoldali szabalyos gulat alapjuk mentén
Osszeillesztettiink. A Kkeletkezé hatlapu test minden lapszoge ugyanakkora.
Hatarozd meg a két haromélii csucs tavolsaganak és két oldalcstics tavolsaganak
az aranyat!

Megoldas. Ha a szabalyos ABC haromszdg mentén Osszeillesztjik az egybevagd
ABCD és ABCE guldkat, a D és E csucsok a haromszdg sikjara a haromszoég S
kozéppontjadban emelt merdlegesen helyezkednek el. Az Gsszeillesztéssel keletkezd
test eszerint nemcsak az ABC sikra, hanem példaul az ADE sikra is szimmetrikus. E
szimmetriakbol kdvetkezik, hogy a D és E csucsokbdl az AB élre, illetvea B és C
csticsokbdl az AD egyenesre bocsatott merdlegesek egyenlék, s hogy kozos F
illetve G talppontjuk van. Eszerint a DFEZ az AB él mentén, a BGCZ pedig az
AD él mentén csatlakozd lapok sz6gét méri. Minthogy e szogek a feltevés szerint
egyenlék, a DFE és BGC haromszogek hasonloak, hiszen egyenld szarGiak és
szarszOgiik egyenld. A hasonldésagbdl a megfeleld oldalak aranya fennall, azaz

| DE |;| BC |<| DF || BG .
A jobb oldali szakaszok az ABD haromsz6g magassagai, s ezért forditva aranylanak,
mint a megfelel6 oldalak:

| DF |:| BG|=| AD |:| AB]|.
Minthogy BC = AB, az aranyparok egybevetésébél DE = AD kovetkezik, tehat az is,
hogy az ADE haromszdg szabalyos, és igy hasonlé az ABC haromszdghéz. Ebbol a
hasonl6saghol az oldalak és magassagok aranyara adddik, hogy

| DE )| BC || AS |]] AH |.
Itt H az A pontbdl indulé magassag talppontja, ami egyben a BC ¢l felez6pontja is.

Minthogy az S sulypont harmadolja az AH sllyvonalat, az utolsé arany értéke %

Ez tehat egyben a | DE |:| BC | ardny keresett értéke is.
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2. Jelentse a, b és c egy haromszog oldalainak a hosszat. Bizonyitsd be, hogy
fennall a kovetkezé egyenlétlenség:

a(b—c)? +b(c—a)® +c(a—b)* +4abc > a® +b® +c2.

Megoldas. A bal oldal harmadik és negyedik tagja igy alakithat6 at:

c(a—b)? +4abc =c(a+b)?.
Vonjuk le ezutan a bal oldal egyes tagjaibol a jobb oldal megfeleld tagjat, igy a
kilénbség szorzatta alakithato:

a(b—c)* +b(c—a)’ +c(@a+h)?—a*-b*-c®>0
a((b—c)z—a2)+b((c—a)2—b2)+c((a+b)2—c2)>0
a(b-c-a)(b-c+a)+b(c-a—-b)(c—a+b)+c(a+b-c)(a+b+c)>0
(a+b—c)(ab—ac—a2—bc+ab—b2+ac+bc+c2)>0
(a+b—c)(c2—(a—b)2)>0

(a+b-c)(a-b+c)(-a+b+c)>0
Itt mind a harom tényezé pozitiv, mivel egy haromszdg két oldalanak &sszege
nagyobb a harmadiknal. Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

3. Egy sakktiabla minden mezejére kockat helyeztiink. Ezek lapjai a mezdokkel
egybevagoak. Minden kockéanak van fekete lapja. Azt akarjuk elérni, hogy folul
csak fekete lapok legyenek. Bizonyitsd be, hogy ezt el lehet érni, ha kockéat csak
ugy mozgathatunk el, hogy teljes soraval vagy oszlopaval elforgatjuk annak
hossztengelye kortl!

Megoldas. Ha egy kockéanak tébb fekete lapja van, akkor valasszunk ki kozilik
egyet, és a tobbit gondoljuk mas szintinek.

Azt hasznaljuk fel, hogy egy tengely koriil forgatva az arra merdleges lapok nem
véltoztatjak helyiiket (csak kozéppontjuk koriil forognak). gy elérhetjiik célunkat,
hogy ha el6szor egyenként minden sor kockainak felsé lapjat feketévé tessziik ugy,
hogy ekdzben attol a sortdl kiillonbozd sort nem mozgatunk ezutan elforditjuk a sort
valamelyik iranyba 90°-kal, hogy ezek a fekete lapok a tovabbi sorok alakitasanal
helyben maradjanak. Végiil a sorok megfeleld iranya 90°-0s elforgatasaval a fekete
lapokat felulre hozzuk.

Kittizott részfeladatunk megoldasara valasszunk ki egy sort. Azoknak a kockaknak az
oszlopat, amelyeknek az alsé vagy a felsé lapja fekete, forditsuk el valamelyik
iranyba 90°-kal, majd a kiszemelt sort forditsuk el 90°-kal. Ekkor a sor egyetlen
kockéjanak sem lesz az els6 vagy hatso lapja fekete. Most feketéve tessziik a sor felsd
lapjait, azoknak a kockadknak az oszlopat, amelyeknek a fekete lap oldallapja,
alkalmas iranyba 90°-kal forgatva, azokét pedig amelyeknek alul van a fekete lapja,
180°-kal. Mivel ekdzben csak a kiszemelt sort forgattuk (egyszer), ezzel megoldottuk
részfeladatunkat, s igy a kittizott feladatot is.

4. Bizonyitsd be, hogy ha p 5-nél nagyobb primszam, akkor az x*+4*=p
egyenletnek nincs egész megoldésa!
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Megoldas. Csak pozitiv egész x értékek jonnek tekintetbe, mert negativokra a
K = x* +4* kifejezés nem is egész, O-ra pedig 1. Pozitiv paros x -ekre K oszthat 4-
gyel, tehat 0sszetett. Ha x pozitiv paratlan szam, akkor 2y +1 alakban irva

x—1

4% = 4.4% :4-(2y)4, majd 2¥ =22 =z
helyettesitéssel kifejezésiink igy alakithato:
K =x*+4z% =x* +4z7% + 4x%2% - 4x°7% = (x2 + 222)2 —(2xz)2 =
:(x2 +22° +2xz)(x2 +22° —2xz) = ((x+ 7)" + 22)((x—z)2 + 22).
Itt az els6 tényez6 mindig nagyobb, mint 1, mert mindegyik tagja legalabb 1. A méaso-
dik tényezd pedig csak akkor lehet 1, ha x =z =1. Mivel x=2y+1és z=27, igy ez

akkor kovetkezik be, ha x=1 és y=0. Ekkor x*+4* =5, p azonban 5-nél nem
nagyobb. Igy a feladatban szereplé egyenletnek valoban nincs egész megoldésa.

5. Bizonyitsd be, hogy az A A A, ... A, szabalyos tizenkétszdogben
1 1 4

AAE [AAE [AAFR

Megoldas. Jeloljuk a szabalyos tizenkétszog koré irt korének kozéppontjat O -val,

sugara pedig legyen R. Legyen |AA|=a, |AA|=b és |AA|=Cc. Most a
bizonyitands llitas igy alakul i2+bi2 -4
a C

Mivel az AjA; iv éppen kétszerese az A /A, ivnek, ezért az AjA; ivhez tartozo keri-
leti sz0g egyenld az A A, ivhez tartozo kdzepponti szoggel, azaz A;A AL = AOA,Z .
Ebbol kovetkezik, hogy az AOA, és az AjAA; egyenld szar haromszogek
hasonlok. A hasonlosag miatt és mivel A;A; = AA; =c, ezért felirhatjuk a kovetkezo
aranypart: E:L, azaz E:9. Az
a | Ahgl a ¢
AAA;, haromsz0g Thalész tétele miatt

nyilvan derékszogli, igy a Pitagorasz tételt
alkalmazva kapjuk, hogy

(2R)? =b%+| ALA, P=Db% +a?, hiszen
| AJA, |5 AA, |=a. Innen 2R =+/a” +b? .

A kapott egyenldséget behelyettesitve az
elobb kapott ardnyparba kapjuk, hogy

JaZ+b?> b a’+h? b?
————=—,azaz
2a C

———=—-, vagyis
12 Y
2 R
a“+b 4 v, ,
W = c_2 A kapott egyenldség bal oldalat
felbontva 6sszegre adddik
b2 &’

- 4+ % _4 innen pedig i+i _4 ami a bizonyitando allitas
a2b2 a2b2 C2 ! a2 b2 C2 ! ’
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12. évfolyam

1. Bizonyitsd be, hogy ha n természetes szam, akkor (5+«/2_6)n tizedestort

alakjaban a tizedesvesszot kovetd elsé6 n szamjegy egyenlé!

Megoldas. Ha az (5+«/2_6)n kifejezést tagokra bontjuk, akkor azok a tagok,
amelyeknél a +/26 paros hatvanyon szerepel, egész szamot adnak, amelyekben /26
kitevéje paratlan, /26 egész szamszorosat adja, tehat (5+«/2_6 )n —a, +h 26, azaz
a, és b, pozitiv egyutthatok.

Ha az (5—\/% )n kifejezést tagokra bontjuk, akkor az elébbiekhez képest annyi a

valtozas, hogy azok a tagok, amelyeknél a ~/26 paratlan hatvanyon szerepel, azok
negativak lesznek, tehat (5—\/2_6 )n —a —b,/26.

Eszerint (5+\/2_6)n —a +b 26 =2a, —(an —bn\/%) =2a, —(5—\/2_6)n.
A kivonandé alapja negativ és 5,12 = 26,01 folytan 0<~/26 —5<0,1 all fenn.
Ezek szerint (5+«/2_6)n paros kitevére kisebb, de 0,1"-nél nem kevesebb, egy paros

egésznél, tehat a tizedesvessz6 el6tt paratlan szam all, utana pedig az els6 n szamjegy
9-es; paratlan n esetén viszont a 0,1"-nél kevesebbel halad meg egy paros egész

szamot, tehat a tizedesvesszO el6tt paros egész szam all, utana pedig n darab O
kovetkezik.

2. Egy konyvtar ki- és bejaratanal egy-egy tabla all. Minden be-, illetve kilépének
fel kell irnia a megfeleléo tabliara, hogy hany embert talalt, illetve hagyott a
konyvtarban. Bizonyitsd be, hogy egy teljes nap soran ugyanazok a szamok
kerilnek a két tablara, legfeljebb mas sorrendben (feltessziik, hogy egyszerre
csak egy ember érkezik vagy tavozik).

Megoldas. Ha valaki bemegy a kdnyvtarba, akkor ezutan ket olyan dolog torténhet
meg, amely a feladat szempontjabol l1ényeges. Vagy eszébe jut, hogy otthon hagyta az
olvasojegyét és tavozik, miel6tt egy masik ember bejonne — ekkor nyilvanvald, hogy
ugyanannyi embert hagy ott, mint amennyit talalt —, vagy ottmarad, és ez esetben Gjak
érkeznek utana, az olvasdk szdma nd a polcok kozott.

A masodik esetet vizsgaljuk meg kozelebbrdl. Miutan az egyes személyek nincsenek
Kitlintetve, teljesen mindegy, hogy adott pillanatban ki Iép be vagy ki hagyja el a
termet, ezért megallapodhatunk abban, hogy mindig az menjen el, aki utoljara bejott.
Valasszunk ki egy olvasot, legyen 6 A. Amikor A bejon, felirja, hogy n szamu
embert talalt az olvasoteremben. Ezutan lell, kdzben jonnek-mennek a tobbiek.
Tegylk fel, hogy k szamul olvasé érkezett még. Egyszercsak A felall és elindul az
ajto felé. Ekkor 6t megkérjiikk, hogy maradjon még, helyette pedig elkildjiuk azt, aki
legutoljara jott be, akinek a szdma a belépd tabla legaljan van, n+k. A feladat
szempontjabol teljesen mindegy, hogy A ottmarad, hiszen egy f6 elment helyette. Ez
pedig Ugy tortént, hogy minden tavoz6 ugyanazt a szamot irta a tavozasi tablara, mint
a masikra, amikor bejott. Ha egy id6 mulva senki sem jon tobbé olvasni, akkor
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kiengedjiik az eddig benn levoket érkezésiik forditott sorrendjében. Igy sor keriil A-ra
is, majd tobbi tarsara, mig végiil senki sem marad benn. Igy tehat minden olvaséhoz
egyértelmiien hozzarendeltiink egy szampart. Miutan a feladat szempontjabdl
Iényeges valtozast nem tettlink, ugyanazt az eredményt kell kapnunk, mint egyébként,
vagyis a két tablan ugyanazok a szamok szerepelnek, csak mas sorrendben.

3. Milyen n és k természetes szamok esetén alkot szamtani sorozatot a

kovetkezoé harom kifejezés:
n n n
k-1) (k) (k+1)

Megoldas. A feladat kdvetelménye szerint a szomszédos binomidlis egy(tthatéparok
kiilonbsége egyenld kell hogy legyen, vagyis a kiillénbségek kilonbsége 0:

<1> (A

Itt feltessziik, hogy k—1>0 és k+1<n. A harom binomialis egyutthatd akkor és
csak akkor alkot szamtani sorozatot, ha az (1) egyenl6ség teljesiil.
(k+D!(n-k+1)!
n! )
létezik és pozitiv, igy (1) akkor és csakis akkor teljesil, ha
k(k+1)—2(k+)(n—k +1) +(n—k +1)(n—k) =0, azaz n* —4nk +4k? -n—2=0.

Eszerint n=(n—2k)? -2, azaz n egy egész szam abszolit értékénél 2-vel kisebb. Ha

Szorozzuk be (1) mindkét oldalat sal. Ez 1<k<n-1 folytan

u={n-2k|, u pozitiv egész szam, akkor n=u?’-2, ahol u=n-2k vagy
u=2k—n, azaz k -ra a kdvetkezd értéket kapjuk:

n-u u?-u u n+u (u+l
k =k, 5 5 1(2]1vagyk K, 5 (2]1.
Az utolso alakbdl lathatd, hogy k -ra egész értéket kapunk.
Itt u>2 kell hogy teljesiiljon, hogy n pozitiv egésznek adddjék. Az u=2-hdz
tartozo két k értékre azonban 1<k <n-1 els6, illetve masodik egyenl6tlensége nem
teljesal.
Ha u >3, akkor

u —
ko=| |-1>1¢s k ="""<n,
2 2

Mivel pedig k +k, =n és k <k,, igy mindkét k érték kielégiti az 1<k<n-1
egyenl6tlenséget.

A feladat kovetelményei teljesiilésének sziikséges €s elégséges feltételebdl indultunk
Ki és ekvivalens atalakitasokat végeztiink, igy azok az n, k szamparok felelnek meg,
amelyeknél valamilyen 2-nél nagyobb u egésszel

2 , u u+1l
n=u--28és k= —1vagy k = -1.

4. Adott négyzeteknek egy végtelen sorozata, ahol az oldalak hossza rendre

1l = 1 Bizonyitsd be, hogy van olyan négyzet, amelyben mindezek a

‘2’3" 'n
négyzetek atfedés nélkiil elhelyezhetok, és keresd meg a legkisebb ilyen
négyzetet!
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Megoldas. Elészor megmutatjuk, hogy négyzeteink elhelyezheték egy 1,5
oldalhosszlsagu négyzetben, azutan bebizonyitjuk, hogy kisebb oldali négyzetben
mar az 1 és 0,5 oldalhossziisagu négyzet sem helyezhet6 el atfedés nélkiil.

a) Az dsszes négyzet elhelyezhetd egy 1,5 oldalhosszusdgi négyzetben.

Helyezzik az 1 oldali négyzet mellé az % oldalut és folé az % oldalat, majd az

el6bbi folé az % % % és % oldalat, a tovabbiakban pedig minden négyzetre a fele

akkora oldalut és a ra kovetkezot.

Az utobbi kettd nyilvan nem nyulik tal az alattuk levd négyzeten, és

1+1+1+1<4.£:1
4 5 6 7 4

folytan az els6 négy négyzet sem az 1 oldali négyzeten.
Az % oldald négyzet (k=4,5,6,7) és a rahelyezettek felfelé nem nydlnak
magasabbra, mint
1 1 1 1 2 1
—+—+—F+—+-=—<
, k 2k 4k 8k k 2
Igy négyzeteink valoban elhelyezhetok egy 1,5 oldalhossziisdgl négyzetben.

b) Az 1 és a 0,5 oldalhosszUsagu négyzet nem helyezhets el dtfedés nélkiil 1,5-nél
kisebb oldald négyzetben.

;
9
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Helyezkedjék el az 1 oldald N, és az % oldali N, négyzet egy N négyzetben ugy,

hogy ne legyen kozos belsé pontjuk. Ekkor van olyan e egyenes, amelynek N, és
N, ellenkez6 oldalan fekszik. Ha e parhuzamos N valamelyik oldalaval, akkor két

téglalapra bontja azt, és mindegyiknek az e-re mer6leges oldala legalabb akkora,
mint a savban fekv6 négyzet oldala. Ez esetben tehat N oldala legalabb akkora, mint
N, és N, oldalanak 6sszege.

Ha e metszi N mindegyik oldalegyenesét, akkor vegyik mindkét oldalan N -nek a
téle legtavolabbi C,, illetve C, cslcsat. A C,-en, illetve C,-n atmend
oldalegyenesek e-vel egy-egy H,, illetve H, derékszogli haromszoget alkotnak.
Ezek egyike N;-et, masika N,-t
tartalmazza.  Allitisunk  bizonyitasara
elegend6  felhasznidlni a  kovetkezd "
segédtételt: Egy derékszogli  haromszog
tartalmazta négyzetek koézil az a
legnagyobb, amelyiknek két oldala a
haromszég befogdin nyugszik, egy cslcsa
pedig az atfogdn van.

Valbban, ha ez igaz, akkor a H,-ben és H, -

ben elhelyezheté legnagyobb négyzetek
atléja N -nek a C,C, atldjara esik, és mivel
a négyzetek nem fedhetik &t egymast, igy
atloik osszege N  atlojat, oldalhosszaik
Osszege tehat N oldalat adja, vagyis igaz a
bizonyitando allitas is.

5. Az ABC haromszdg B és C csucsain atmené kor az AB oldalt D pontban, az
AC oldalt pedig E pontban metszi. A haromszég AF sulyvonala DE -t G
pontban metszi. Bizonyitsd be, hogy ekkor

|GD| |ACF

IGE| |AB]
Megoldas. A DGA, illetve az EGA haromszogek terlleteinek aranya egyenlé a GD ,
illetve a GE szakaszok ardnyéval, hiszen e haromszdgek GD, illetve GE oldalakhoz
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tartozo magassagvonalai egyenlék. Legyen BAF/ =¢ és FACZ =y . Felhasznalva a
haromszdg trigonometrikus terlletképletét, felirhatjuk, hogy

|IDG| Tpoea | AD|-|AG|-sing

|GE| Teea |AE[-|AG|-siny
Mivel F az ABC haromszdg BC oldalanak felez6pontja, ezért

TBFA = TFCA ,
azaz
| AB|-|AF |-sing |AC|-| AF|-siny
2 B 2 ’
ahonnan
sinp | AC|
siny | AB|’

A kapott eredményt felhasznalva adddik, hogy
|IDG| _|AD| |AC|
IGE| |AE| |AB|’
Legyen ABCZ=pf és ACBZ=y. A BCED négyszdg hlrnégyszog, ezért
DEC~/ =180°- 3, azaz DEAZ=3.

Hasonl6képpen kaphatjuk meg, hogy
ADE/ =y,

igy az ADE haromszdg hasonlé az ACB haromszogh6z, amibdl kovetkezik, hogy
2
[AD]_IAC] e 1GDI_IACE
| AE| | AB| |GE| |AB|
és éppen ezt akartuk belatni.
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A lll. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
DIJAZOTTJAI

9. évfolyam

1. Kanalas Vidor, Matematikai Gimnazium, Belgrad, 1. dij

2. Homolya Miklés, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
3. Takacs Emese, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, I1. dij

4. Boddcsi Endre, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
5. Balog Daniel, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

6. Vidacs Vilmos, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
7. Gleszer Erik, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
8. Kovécs Ildikd, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij
9. Girizd Lorénd, Zentai Gimnazium, Zenta, 111. dij

10. Sinka Monika, Zentai Gimnazium, Zenta, I11. dij

10. évfolyam

1. Csizmadija Laura, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 1. dij

2. Gombar Tamas, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I1. dij
3. Kalmar Gergely, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I1. dij
4. Juhasz Andor, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

11. évfolyam

1. Féstis Attila, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Gimnazium, Ujvidék, 1. dij

2. Takacs Arpad, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 1. dij

3. Csizmadia Zsolt, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
4. Varga David, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 11. dij

5. Kalozi Miklos, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 1. dij

6. Lakatos Zoltan, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, I11. dij

7. Séti Attila, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij
8. Borbés Imre, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij
9. D6me Zsolt, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
10. Somogyi Huba, Miiszaki K6zépiskola, Szabadka, 1. dij

12. évfolyam

1. S6ti Valentin, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 1. dij
2. Hollé Déra, Dositej Obradovi¢ Gimnéazium, Topolya, I11. dij
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A IV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

Eléado: Boros Istvan, magiszter
Eléadas cime: Domindk, tetramindk

A Versenybizottsag értékeli a versenyzok kidolgozasait: Csikds Pajor Gizella,
Rozsnyik Andrea, Mikl6s Gyongyi, Zolnai Irén.
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IV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2006. december 9.

9. évfolyam

1. Csaba, Andrés, Béla felesége — nem feltétleniil azonos sorrendben — Edit,
Margit, Katalin. E hat személy életkoranak 0sszege 153 év. Mindegyik férj 7
évvel idosebb a feleségénél. Andras 3 évvel idésebb mint Katalin. Margit és
Andras egyutt 48 éves. Béla és Margit életkoranak 0sszege 52 év. Hatarozd meg e
hat személy életkorat, ha azok mindegyike — években szdmolva — egész szam.

2. Az abcd (tizes szamrendszerbeli) négyjegyii szamrol tudjuk, hogy

abc+ab+a=219 és a+b+c+d=21.
Melyik ez a négyjegyii szam?

3. Az ABC haromszogben legyen a=|BC|, b= AC| és c=| AB|. Igazold, hogy az
A csucsbol kiindulo t, sulyvonal hosszisagara igaz, hogy

t, :%\/sz +2c*-a%.

4. Mutasd meg, hogy 1-2-...-1003+1004-1005-...-2006 oszthat6 2007-tel!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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IV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2006. december 9.

10. évfolyam

1. Két kofa 0sszesen 100 tojast adott el. A tojasok darabjat egyikiik mas aron
adta mint a masik, de végll a bevétellik ugyanannyi volt. Az egyik azt mondta a
masiknak: ,,A te tojasaidért én dsszesen 45 petdkot kaptam volna.” Mire a masik
azt felelte: ,,En meg a tieidért 6sszesen 20 petakot.” Ki hany tojast adott el?

2. Hatarozd meg az abcd (tizes szamrendszerbeli) négyjegyii szamot, ha tudjuk
réla, hogy
cda—abc=297 és a+b+c=23.

3. lgazold, hogy a, b és c pozitiv valés szamok esetén fennall a kovetkezo
egyenlotlenség:
ab(a+b)+bc(b+c)+ac(a+c)>6abc.

4. Az 1, =6 sugaru k; korésaz r, =3 sugaru k, kér kiviilrél érintik egymast, az
r=9 sugaru k kort pedig mindketté beliilrdl érinti. A k; és k, korok kozos
érintéegyenese a k kort P és Q pontokban metszi. Hatdrozd meg a |PQ|
tavolsagot!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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IV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2006. december 9.

11. évfolyam

1. Bontsd tényezéire az n* + 4 kifejezést, majd igazold, hogy
| T IR B T
4 4 4 4 _ 1
(24 +1] (44 +1](64 +1]- --(124 + 1] 313
4 4 4 4

2. Oldd meg a kiovetkezé egyenletet:

log, .q (5—\/1+ 2X+ X ) :%.

3. Oldd meg a kovetkezé egyenletet, ha a €s b pozitiv valés szamok:
asinx+b acosx+b

bcosx+a bsinx+a

4. Adott a szabalyos SABC tetraéder. Mekkora szog alatt latszanak az ABC
alapharomszog élei az SO magassag D felezépontjabdl?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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IV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2006. december 9.

12. évfolyam

1. Hatarozd meg az
X2 +y?—2x—4y—-4=0és x*+y>-3x+4y=0
korok kozos harjanak hosszusagat!

2. Az R sugara gémb koré irt kipok kozul melyiknek legkisebb a felszine?
Hatarozd meg ezt a felszint!

3. Oldd meg a kovetkezo egyenletet:

in 1
Si x+6c_osx: / : _1-403.
COS X sin X COS” X

4. Hany olyan szamtani sorozat van, amelynek elemei természetes szdmok és az
elso 37 elem dsszege 1998?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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A IV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

9. évfolyam

1. Csaba, Andrés, Béla felesége — nem feltétleniil azonos sorrendben — Edit,
Margit, Katalin. E hat személy életkoranak 0sszege 153 év. Mindegyik férj 7
évvel idésebb a feleségénél. Andras 3 évvel idésebb mint Katalin. Margit és
Andras egyutt 48 éves. Béla és Margit életkoranak 0sszege 52 év. Hatarozd meg e
hat személy életkorat, ha azok mindegyike — években szdmolva — egész szam!

Megoldéas. Ha a férfiak mindegyike 7 évvel id6sebb a feleségénél, akkor a hazasparok
tagjainak egyuttesen paratlan sok éve van, ezért Margit férje csak Csaba lehet,
tovabba a harom férj kordnak 6sszege 87 év, mig feleségeiké 66 év. Adjuk dssze
Margit és Andras, Margit és Béla, valamint Csaba életkorat! A feltételek szerint ez az
0sszeg 48+52+Margit életkora+7 év. Ezek szerint a harom férj és Margit életkoranak
Osszege 107 év. A férjek egyiittes kora 87 év, Margit tehat 20 éves és férje Csaba, 27
éves. Ezek utan méar konnyen nyerjik, hogy Andras 28 éves és felesége Edit, 21 éves,
Béla 32 éves és felesége Katalin, 25 éves.

Ezek az adatok kielégitik a feladatbeli feltételeket.

2. Az abcd (tizes szamrendszerbeli) négyjegyii szamrol tudjuk, hogy

abc+ab+a=219 és a+b+c+d =21.
Melyik ez a négyjegyii szam?

Megoldas. a=1 lehet csak, mivel a=0-ra a szam nem négyjegyli, a>2 esetén
pedig az elsé egyenldség bal oldala legalabb 222 lenne. Ezek utan b =9, hiszen b <8
esetén elobbi egyenletiink bal oldala legfeljebb 189+18+1= 208 lenne.
Az a=1 és b=9 értékek elsé egyenletiinkbbl a
190+c+19+1=219

egyenletre vezetnek, amelyb6l ¢ =9 és ezzel a masodik egyenletb6l d = 2 adddik.
A keresett négyjegyll szam tehat 1992, mivel

199+19+1=219 és1+9+9+2=21.

3. Az ABC haromszogben legyen a=|BC|, b= AC| és c=| AB|. Igazold, hogy az
A csucsbal kiindulo t, sulyvonal hosszisagara igaz, hogy

t, :%\/sz +2c*-a%.

I.Megoldés. Legyen D a BC oldal felez6pontja, E és F pediga B és C pontok t,

stlyvonal egyenesére vetett meréleges vetiiletei. Tegyuk fel, hogy a pontok sorrendje
A—-E-D-F. A masik esetben (A—F-D-E), illetve az E=D=F elfajuld
esetben is a bizonyitas hasonl6. A BED és CFD haromszdgek egybevagbak. Legyen
| DE || DF |=x és |CF || BE|=y. Az ABE és AFC haromszdgekben:
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(t,—x)*+y>=c® és (t, +x)*+y> =b*.
Osszeadva a fenti két egyenléséget adodik, hogy
2t +2x% +2y* =b? +c?.
A DFC derékszogli haromszogbdl kapjuk, hogy x* +y? = %az , ebbd1 pedig
2
212 +2'a72b2 tc?

kdvetkezik, ami a kivant egyenléséget adja.

I1.Megoldas. Jelolje t, az ABC haromsz6g A csucsabol kiindulé stlyvonalat, h,
pedig az A csucshoz tartoz6 magassagvonalat. Legyen | DE |= x, ahol D a sulyvonal
BC oldalon nyugvo végpontja, E pedig a h, magassag talppontja. A tovabbiakban
tegylk fel, hogy az E ponta C és D pontok kdzé esik. Forditott esetben, ha az E

pont a D és B pontok kozé esik, illetve az E =D elfajulé esetben is a megoldas
menete hasonld.
Az AED derékszdgii haromszogb6l t2 =h’ +x*, az AEB derékszdgli haromszogbdl

2

2
h? =c? —(%— X] ,az AEC derékszdgli haromszogbdl pedig h? =b’ —(%+ X] .

2 2

A masodik ¢és harmadik egyenldéségbdl adodik, hogy Xx= > ¢ , az elsé
a

2
1
egyenldségbdl pedig, hogy t2=c? —(%— X] +x° = Z(sz +2¢% - az) , amibdl

gyOkvonassal jon a kivant egyenldség.

4. Mutasd meg, hogy 1-2-...-1003+1004-1005-...-2006 oszthat6 2007-tel!

Megoldas. Az 1-2-...-1003+1004-1005-...-2006 6sszeg masodik tagjanak tényezdit
felbonthatjuk a kovetkezd modon:

1004 = 2007 —1003,

1005 =2007 -1002,

2006 = 2007 —-1.
A szorzasokat elvégezve a tagok egy részében szerepel 2007, igy ezek Osszege
oszthaté 2007-tel. A maradék pedig a (-1003)-(-1002)-(-1001)-...-(-1) szorzat.
Mivel a szorzatban paratlan sok tényezd szerepel, a szorzat eldjele negativ, értéke
pedig megegyezik az adott Osszeg elsd tagjaban szerepld szorzat értékével, igy az
dsszeguk nulla. Az 6sszeg tehat valdban oszthatd 2007-tel.
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10. évfolyam

1. Két kofa 0sszesen 100 tojast adott el. A tojasok darabjat egyikiik mas aron
adta mint a masik, de végll a bevétellik ugyanannyi volt. Az egyik azt mondta a
masiknak: ,,A te tojasaidért én dsszesen 45 petdkot kaptam volna.” Mire a masik
azt felelte: ,,En meg a tieidért 6sszesen 20 petakot.” Ki hany tojast adott el?

I.Megoldas. Ha az egyik kofa x db tojast darabonként a petakért, a masik pedig
100 - x tojast darabonként b petakért adott, akkor egyrészt ax = (100 — x)b, méasrészt

(100—x)a =45 és xb=20. Szorozzuk 6ssze az utolsd két egyenletet. Ebbsl adddik,
hogy 20(100—x)a=45xb. Ha ezt elosztjuk az elsé egyenlettel, akkor a kdvetkezot
kapjuk:
20(100-x)a  45xb
xa  (100-x)b
A bal, illetve a jobb oldalon all6 tortekben az a, illetve b tényezével egyszeriisitve,
X(100 —x)

majd mindkét oldalt -tel szorozva, a lehetséges egyszerisitések utan a

4(100-x)> =9x*> egyenlethez jutunk. Vegyik észre, hogy mindkét oldalon

négyzetszamok allnak, marpedig két pozitiv szam négyzete akkor és csak akkor
egyenl6é, ha maguk a szamok is egyenlék, azaz 2(100 — x) = 3x, amib6é 200 =5x , tehat

x =40 kell legyen. igy b :% petak és a:% petdk. Ez val6ban megoldas, hiszen ha

az egyik kofa 40 tojast adott el darabonként % petakért, akkor 30 petakot kapott a
tojasaiért, a masik kofa a 60 darab tojasért pedig a 60 felét, tehat 30 petékot, s igy

valéban azonos bevételre tettek szert. Ha a 40 tojast adtdk volna egyenként %

petakért, a 60-at pedig % petakért, agy 20, illetve 45 peték a bevétel.

I1.Megoldas. A két kofa altal eladott tojasok darabszama aranyanak a reciproka
egyenlé az értlik egyenként kért petakok aranyaval, mivel a két kofa bevétele azonos.
Ez azt jelenti, hogy ha a két kofa ,arat cserél”, akkor feltételezett bevételuk arénya,

azaz a 2—2 egyenl6 az altaluk eladott darabszamok aranyanak a negyzetével, hiszen a

bevétel a tojasok szamaranyanak és a darabarak aranyanak a szorzata, &m az ,,arcsere”

2
miatt ez utébbi arany az elébbivel egyenls. Mivel :—g:%:(g] , ezért a kofédk a

tojasokat 3:2 arényban birtokoljak, ami 100 tojasra 60:40 aranyt jelenti, vagyis
egyikuk 60, a masikuk 40 tojassal kofalkodott.
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2. Hatarozd meg az abcd (tizes szamrendszerbeli) négyjegyii szamot, ha tudjuk
réla, hogy

cda—abc =297 és a+b+c=23.
Megoldas. VVégezziik el az alabbi ekvivalens atalakitasokat:

cda—abc = 297
a+b+c=23

100c +10d + a—-100a—-10b —c = 297
a+b+c=23

99(c—a)+10(d —b) =297
a+b+c=23

c-a=3 A b=d
a+b+c=23

b=d A 2a+b=20

a=0 b=20 nem jo
a=1 bh=18 nem jo
a=2 b=16 nem jo
a=3 b=14 nem jo
a=4 b=12 nem jo
a=>5 b=10 nem jo
a==56 b=8 c=9jo
a=7 b=6 nem jo
a=28 b=4 nem jo
a=9 bh=2 nem jo

A keresett szam tehat 6898.

3. lgazold, hogy a, b és c pozitiv valés szamok esetén fennall a kovetkezo
egyenlotlenség:

ab(a+b)+bc(b+c)+ac(a+c)>6abc.
Megoldas. Végezziik el a kovetkezd ekvivalens atalakitasokat:
ab(a+b)+bc(b+c)+ac(a+c)=
=a’b+ab® +b%c+bc? +a’c+ac’ =
=a(b® —2bc+c?) +b(a® - 2ac +¢?) + c(a® — 2ab + b?) +6abc =
=a(b—c)?+b(a—c)® +c(a—b)? +6abc > 6abc.
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4. Az 1, =6 sugaru k; korésaz r, =3 sugaru k, kér kiviilrél érintik egymast, az
r=9 sugaru k kort pedig mindketté beliilrdl érinti. A k; és k, korok kozos
érintéegyenese a k kort P és Q pontokban metszi. Hatdrozd meg a |PQ|
tavolsagot!

Megoldas. Ha ez a kozos érinté a k; és k, kort egy kdzos érintési pontban metszi,

akkor legyen ez a pont R, a k kor kdzéppontja pedig O. Mivel ORP haromszdg
derékszogl, ezért

|PQ|=2|PR|=2\|OP [ —|OR = 2/9? 32 =272 =12/2..
Ha a k6z0s érinté nem kozos érintési pontban metszi a koroket, akkor legyenek O,
O, és O, rendre a k, k, és k, korok kdzéppontjai, T, T, és T, pedig rendre az O,
O, és O, pontok PQ érintdre vetett merdleges vetiiletei. Az O, pontbol hizott PQ -
val parhuzamos egyenes az N és N, pontokban metszi az OT és O,T, szakaszokat.
Tudjuk, hogy

|ION,;|=3,]00,]=9 és |00, |=6.
Az O,O,N, és OO,N haromszdgek hasonlosagabol kovetkezik, hogy

[ON] _ OO, | , ahonnan | ON |:|01N1|-IOOZI =
|ION, | ]G0, | 10,0, |

Mivel |OT |5ON |+|NT |=5, igy a POT haromszogbél adédik, hogy
|PQ[=2|PT |=2y|OPF —|OT [ = 2/9* 5% =414 .

2.
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11. évfolyam

1. Bontsd tényezéire az n* + 4 kifejezést, majd igazold, hogy

e )
e i) 3

Megoldas. Vegyik észre, hogy
n*+4=n*+4n’+4-4n>=(n*+2)*-(2n)* =

= (n° =2n+2)(n +2n+2) =((n-1)’ +1)((n +1)2 +1).
Végezzik el az alabbi ekvivalens atalakitasokat:

S ) K ) B

2+ 4))( o el
4

(10 +4)--(22" +4) )

) _
)(124 + 4) (244 + 4)

(

(

4
4
F+1)(57+1)(7 +1)- (207 41)(23 +1) o 4

52 +1)(7° +1)(9° +1)---(287 +1)(25° +1) 25°+1 313

2. Oldd meg a kiovetkezé egyenletet:

log, .q (5—\/1+ 2X+ X2 ) ==

Megoldas. A logaritmusfliggvény tulajdonsagai alapjan a kikotések
X+8>0 és x+8=1,
azaz x> -8 és x = —7, valamint

5—+1+2X+Xx* =5-|x+1>0,

amelynek megoldasa x € (-6,4).
1.eset: x e (—6,-1)

IogX+8(5—\/1+2x+x2):%, ahonnan Iogx+8(5+x+1):%, azaz 6+ X =+/x+8.

A kapott egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve adédik az x*+11x+28=0
masodfok( egyenlet, amelynek megolddsai x=-4 és x=-7, de csak az els6
megoldas van benne a szemlélt értelmezeési tartomanyban.

2.eset: xe(-1,4)

IogX+8(5—\/1+2x+x2):%, ahonnan Iogx+8(5—x—1):%, azaz 4—x=+/x+8.

A kapott egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve adddik az x*-9x+8=0
masodfokl egyenlet, amelynek megoldasai x =1 és x =8, de csak az elsé megoldas
van benne a szemlelt értelmezési tartoméanyban.

Az eredeti logaritmusos egyenlet megoldasai tehat x =—4 és x=1.

67



3. Oldd meg a kovetkezo egyenletet, ha a €s b pozitiv valés szamok:
asinx+b acosx+b

bcosx+a bsinx+a

Megoldas. A nevez6 nem lehet nulla, tehat a kikotések bcosx+a=0 és
bsinx+a#0. A fenti egyenletb6l adodik, hogy
(asinx+Db)(bsinx+a)=(acosx+b)(bcosx+a),
ebbdl pedig némi rendezés utan adodik, hogy
(sin x—cos x)(a” +b?* +ab(sin x+cos x)) =0.

Ha sin x—cos x =0, akkor x:%+kn, keZ.Mivel

a’+b* +ab(sin x+cosx) > a’ +b*—2ab = (a-h)* >0,
igy a+b®+ab(sin x+cosx) # 0, tehat ennek az egyenletnek nincs megoldasa.

Az eredeti egyenlet megoldasa csupan x :%+ kzr,keZ.

4. Adott a szabalyos SABC tetraéder. Mekkora szog alatt latszanak az ABC
alaphdromszog élei az SO magassag D felezépontjabol?

I.Megoldas. Legyen AM sulyvonal és legyen az O pont az ABC alapharomszdg
stlypontja, az N pont pedig az AO szakasz felezGpontja. Ekkor DONA = DOM A
(hiszen | NO |xY MO |, az OD oldal kéz0s, az O pontnal levé szog pedig derékszog),
ahonnan kdvetkezik, hogy | DN |z DM |. A DN szakasz az ASOA kozépvonala.
Ebbdl kévetkezik, hogy

IDNI_|SA|

tehat | DM |_|SA|——| l,
2 2
vagyis a DM szakasz a BCDA sulyvonala, M a kérdlirt kérének kozéppontja,

amelyb6l BDCZ =90° adodik. A tobbi alapélre az allitas hasonléan kdvetkezik.
I1.Megoldas. Az OBDA = OCDA, igy |BD | CD|, azaz a BCDA egyenl6 szaru.

Mivel |OB |= ;/5 ahol a-val jeloljik a tetraéder élét és |OD |= I; —%-\E, ezért

2 2 2

IBD[=|OB} +|oDP=2 +& -2
3 6 2
ax/_ , e A
Innen |BD|=——=|CD|, ezért a BCDA egyenld szart és derékszogl, azaz

BCDZ =90°.
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12. évfolyam

1. Hatarozd meg az
X2 +y?—2x—4y—-4=0és x*+y>-3x+4y=0
korok kozos harjanak hosszusagat!

Megoldas. Kivonva egymasbdl a két koregyenletet kapjuk az x—-8y—-4=0, azaz
x=8y+4 egyenletet, amelyet behelyettesitve a masodik kdregyenletbe kapjuk a

65y® +44y + 4 =0 masodfokd egyenletet. Ennek megoldasai

-22-414 —22 +4+14
Y= S Vo
65 65
oy L 4-32v14 4+ 3214
A masik ismeretlen megfelel6 értékei pedig X, = % es X, = %

A metszéspontok koordinatai tehat

A(84—32\/1_4 —22—4\/1_4] s B(s4+32ﬂ —22+4J1_4]
) 5 5 ) )

65 6 6 65

14
a kozottiik levo tavolsag pedig | AB|=8, |—.

65

2. Az R sugara goémb koré irt kipok kozil melyiknek legkisebb a felszine?
Hatarozd meg ezt a felszint!

Megoldas. Jeldlje r a goémb koré irt kap alapkorének sugarat s pedig a kip alkotéjat.
R+r?
—

Mivel R:(H—-R)=r:s, ezért sSR=rH —rR, ahonnan S:rHF;rR.

Mivel R:(s—r)=r:H,ezért HR =rs—r?, ahonnan s =

2 2
¢ ARFT_TH TR ahonnan HR? + 1R =r?H —r°R, illetve H = fr R2 .
r R r—R
Kiszamitva a kup felszinét kapjuk, hogy

4p?2
F:rﬂ(r+S):rﬂ(r+\/r2+Hz):rﬂ[r+\/r2+—4rR ]:

(r2 _ R2)2

r*—2rR?+R* +4r2R? | r2+R?Y
=rm|{r+r > -5 =rm| 1+ > > =
(r'=R%) r-—R
) r+R*) , r’-R*+r’+R* 2r'z
=rm 1+r2—R2 =rm 7R :rz—Rzl
A kapott fuggvény derivaltja:
s\ 8riz(r?—R%*)-2rz-2r (5 _ 213R?
F’(r):( 22r 71'2]_ ( ) 2 =4r- 2"
R ("R (7R

Ekko
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Most F'(r)=0 akkor és csakis akkor, ha
r3(r2 —2R2) =0. Egy szorzat akkor nulla, ha

valamelyik tényezdje nulla, vagyis ebben az

esetben r=0 vagy r=R+2. Mivel a 0
alapsugart kip nem lehet megoldés, igy a

megoldas r = R+/2, és

4
= (Rﬁ):%:%%, mivel

r’ —3r*R*+6r°R*
: és
()

F'(Rv2)=47-8R° > 0.

F'(r)y=4n-

3. Oldd meg a kiovetkezé egyenletet:

in 1
Si x+6cgsx: / : _1-403.
COS X sin X COS” X

Megoldas. Alakitsuk at a gyok alatti mennyiséget:
1 1-cos®*x sin®x

vt 29 o2
COS” X COS“ X  COS“ X
A fenti egyenlet ekvivalens alakja: tg x +6ctg x =| tg x| —43.

=1tg°x>0.

Ha tgx>0, akkor ctgx= —¥ <0, amelyb6l tgx<O0 kovetkezik. Mivel ez

ellentmondast jelent, igy ez az eset nem lehetséges.
Ha tg x <0, akkor
2tg x + 6¢tg X+4+/3=0,

tg® X +2+/3tg X +3=0,
(tg x+\/§)2 =0,

tg X = —/3, ahonnan x:%r+ kz, keZ

4. Hany olyan szamtani sorozat van, amelynek elemei természetes szdmok és az
elso 37 elem osszege 1998?

Megoldéas. Legyenek a;,a,,a,,... a szamtani sorozat elemei, d pedig a szamtani

sorozat differencija. A feltételek alapjan a sorozat elemei pozitivak.
Legyen a4 = X. Ekkor

(x-18d)+(x-17d)+---+(x—=d) +x+(x+d) +---+(x+18d) =1998,
amelybdl X =a,y =54. EbbOl meghatarozhato, hogy
a, =x-18d =54-18d =18(3—-d).
3—d >0 miatt csak d =1 vagy d =2 lehetséges.
Ha d =1, akkor a, =36 és a, =n+35. Ha d =2, akkor a, =18 és a, =2n+16.
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A IV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

DIJAZOTTJAI
9. évfolyam
1. Balassa Tamas, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, 1. dij
2. Rakita Marko, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Gimnazium, Ujvidék, 1. dij
3. Ago Krisztina, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, I1. dij
4. Kovacsics Tobias, Miszaki Kozépiskola, Becse, 1. dij
5. Dragoljevi¢ Milan, Jovan Jovanovié Zmaj Gimnazium, Ujvidék, I1. dij
6. Kerekes Emese, Dositej Obradovi¢ Gimnazium, Topolya, dicséret
7. Kecsenovity Egon, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
8. Guzsvany Szandra, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
10. évfolyam
1. Kanalas Vidor, Matematikai Gimnazium, Belgréad, 1. dij
2. Boddcsi Endre, Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, 11. dij
3. Bosanac Bojan, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Gimnazium, Ujvidék, I1. dij
4. Takacs Emese, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, I11. dij
5. Kovécs Ildikd, Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, 111. dij
6. Draskovi¢ Stefan, Jovan Jovanovié¢ Zmaj Gimnazium, Ujvidék, 111. dij
7. Kasza Akos, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret
8. Gleszer Erik, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
9. Vidacs Vilmos, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
10. Roka Géspar, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
11. évfolyam
1. Homolya Mikl6s, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, 1. dij
2. Gombéar Tamas, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, 1. dij
3. Csizmadija Laura, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 11. dij

4.
5.
6.

Erés David, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvigiék, 1. dij
Joki¢ Milos, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Gimnazium, Ujvidék, dicséret
Juhédsz Andor, Bolyai Tehetséggondoz6é Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret

12. évfolyam

1.
2.
3.
4.
5.
6.

Stojanov Marica, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Gimnazium, Ujvidék, I1. dij
Csizmadia Zsolt, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, 11. dij
Lakatos Zoltan, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, I11. dij

Féstis Attila, Jovan Jovanovié Zmaj Gimnazium, Ujvidék, dicséret

Ddéme Zsolt, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
Takacs Arpéad, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, dicséret
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AZ V. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

El6ado: dr. Takacs Marta
Eléadas cime: Fuzzy logika

Eredményhirdetésre varva. A képen Zolnai Irén, Szab6 Magdolna és a versenyzok.
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V. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2007. december 15.

9. évfolyam

1. Két hézaspar érkezik egy folyéhoz. Az éatkeléshez olyan csonak all
rendelkezésre, amelyben legfeljebb két személy részére van hely. A férjek
feéltékenyek, feleség nem maradhat férfitarsasagban a férje jelenléte nélkul sem a
folyoparton, sem atkelés kdzben. Megoldhaté-e az atkelés, ha mind a négy
személy tud evezni?

2. Hatarozd meg az x és y szamjegyeket Ugy, hogy az 1984xy szam oszthatd
legyen 72-vel!

3. Mennyivel egyenlé az n természetes szam, ha n+S(n)=1998, ahol S(n)
jelenti az n szamjegyeinek 6sszegét?

4. Az ABCD téglalap B csucsabdl huzott szogfelezé és a B csucsbol induld atlo
15°-0s szOget zar be, a B cstcsbol huzott szogfelez6 az AC atlét P pontban, a
CD oldalt pedig E pontban metszi. Jelolje O az ABCD téglalap atldinak
metszéspontjat. Igazold, hogy a COE és PEO haromszogek egyenlé szaruak!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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V. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2007. december 15.

10. évfolyam

1. Harom hazaspar érkezik egy folydhoz. Az atkeléshez olyan csonak Aall
rendelkezésre, amelyben legfeljebb két szemeély részére van hely. A férjek
feéltékenyek, feleség nem maradhat férfitarsasagban a férje jelenléte nélkul sem a
folyoparton, sem atkelés kozben. Megoldhaté-e az atkelés, ha mind a hat személy
tud evezni?

2. Oldd meg a kivetkez6 egyenletet:

J2X—242%—1 +/2x +3— 42x-1 =3.

3. Oldd meg a kivetkez6 egyenletet az egész szamok halmazan:
x* +26x+69=5".

4. Egy kor atmérdje az AB szakasz. A kdrbe olyan AC és BD huarokat hizunk,
amelyek a kor belsejében egy P pontban metszik egymast. Igazold, hogy

| AC|-|AP|+|BD|-|BP|< ABJ>.

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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V. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2007. december 15.

11. évfolyam

1. 24 liter bor van egy 24 literes edényben. Oszd harom egyenlé részre ezt a
mennyiséget, ha a huszonnégyliteres edényen Kivil van még egy 5, egy 11 és egy
13 literes ures edény!

2. Oldd meg a val6s szamharmasok halmazan a kivetkezo egyenletrendszert:

2 2 2
{5 et {3
2 2 2

3. Bizonyitsd be, hogy ha n>5 és n 2-vel oszthat6, de néggyel nem oszthato
természetes szam, akkor n> —20n® +64n oszthatd 3840-nel!

4. A négyzet alaku kert oldala 12 méter és 8 méter atmérdji henger alaka godrot
astak benne. A kiasott foldet egyenletesen lehengerelték. Hany méter mélyre kell
asni, hogy a goédor a lehengerelés utan 3 méter mély legyen?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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V. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2007. december 15.

12. évfolyam

1. n sakkjatékos kulonleges rendszerii versenyt vivott. Barmely jatékos
barmelyik tarsaval legfeljebb egyszer jatszott, dontetlen mérkoézés nem volt (ha
kellett, sorsolassal dontottek arrol, hogy ki gyozott, ki vesztett). A versenyvezeto
megallapitotta, hogy barmely két jatékoshoz talalhaté egy harmadik, aki
mindkettot legyozte. Legalabb hany résztvevds volt a verseny?

2. 0ldd meg a ,/log, 31_ X <1 egyenlotlenséget!
—X

3. Ha minden valés x és y val6s szamra igaz, hogy

FOcy)=1(x)-F(y) és f(x+y)=f(x)+ f(y)+2xy,
akkor hatarozd meg az f(x) fuggvényt!

4. Egy haromszog oldalai 13cm, 14cm és 15cm. Mekkora a tavolsag a
haromszog sulypontja és a koreé irt kor kézéppontja kozott?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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AZ V. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

9. évfolyam

1. Két hézaspar érkezik egy folyéhoz. Az éatkeléshez olyan csonak all
rendelkezésre, amelyben legfeljebb két személy részére van hely. A férjek
féltékenyek, feleség nem maradhat férfitarsasagban a férje jelenléte nélkil sem a
folyoparton, sem atkelés kdzben. Megoldhaté-e az atkelés, ha mind a négy
személy tud evezni?

Megoldas. Jelélje F, N, az elsé, F,, N, a masodik hazaspart, férj-nej sorrendben.
Az egyik lehetséges megoldas:

Egyik oldal Masik oldal
l. Alaphelyzet F.N,, F, N, -
Il. | N, és N, atevez F, F Ny, Ny
1. | N, visszatér R R N N,
IV. | F, és F, tevez N, F. R, N,
V. | N, visszatér Ni, N, F., R
VL. | N, és N, étevez, az atkelés megtortént F.N;, F,, N,

2. Hatarozd meg az x és y szamjegyeket Ugy, hogy az 1984xy szam oszthatd
legyen 72-vel!

Megoldas. 1984xy oszthatd 72-vel, ha oszthatd 8-cal és 9-cel. Ahhoz hogy a szam

oszthat6 legyen 9-cel, szamjegyeinek 0sszege is oszthatd kell legyen 9-cel. Mivel
1+9+8+4=18+4, az x €és y szdmjegyekre igaz lesz, hogy x+y=5 vagy

X+ Yy =14. Mivel
1984xy =198400+10x + y =8-24800 + 8x + 2X + Y,
ezért a 8|(2x +y) feltételnek igaznak kell lennie.

l.eset: Legyen x+y=5. Ekkor 2x+y=X+X+y=x+5, amib6l az kovetkezik,
hogy a 8|(x+5) feltételnek kell teljesiilnie, amelynek egyetlen megoldasa
X=3 y=2.

2.eset: Legyen x+y=14. Ekkor 2x+y=x+14=x+6+8, amibdl az kovetkezik,
hogy a 8 |(X +6) feltételnek kell teljesiilnie, amibdl x=2, y=12 megoldas

kdvetkeik, de ez lehetetlen, mivel x és y szamjegyek, tehat egyik sem lehet 12.
A keresett megoldas tehat egyedillaz x=3, y=2.
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3. Mennyivel egyenlé az n természetes szam, ha n+S(n)=1998, ahol S(n)
jelenti az n szdmjegyeinek 0sszegét?

Megoldas. n <1998, igy S(n)<1+9+9+8=27. Ezért n>1998 - 27 =1971. Ekkor
S(nN)>1+9+7+1=18, igy n<1980. Tehat 1971<n <1980. Mivel n és S(n) 9-cel
osztva ugyanazt a maradékot adja és 1998 oszthatd 9-cel, ezért n is oszthatd 9-cel.
Tehat n csak 1971 vagy 1980 lehet. Ellen6rzés:
1971+1+9+7+1=1989 nem jo,
1980+1+9+8=1998 jo.
Tehat n=1980 az egyetlen megoldas.

4. Az ABCD téglalap B csucsabdl huzott szogfelezé és a B csucsbol induld atlo
15°-0s szOget zar be, a B csUcsbol huzott szogfelez6 az AC atlét P pontban, a
CD oldalt pedig E pontban metszi. Jelolje O az ABCD téglalap atléinak
metszéspontjat. Igazold, hogy a COE és PEO haromszogek egyenlé szaruak!

Megoldas. C cstcshdl korivet htizunk az O ponton keresztll. Az EB hirhoz tartozo
kdzépponti sz6g 90°-0s, ezért a kdr B ponton keresztiil huzptt érintéje a hdrral 45°-
0s szOget zér be, vagyis EBAZ =45°. Ekkor a feladat feltételéb6l kovetkezik, hogy
DBAZ =30° és CBDZ =60°.

L B2 &

A BOC haromszog egyenld oldala (egyenld szara | BO |< CO| és van 60°-0s szbge),
a BCE haromszog egyenlé szari derékszogii (ECBZ derékszogli és egyik
hegyesszdge 45°), tehat |CE|H BC | BO|=CO|. Ebbdl kovetkezik, hogy COE
haromszog egyenld szaru, azaz COE/ =CEOZ = 75°.

Mivel EPO. = BPC ./ =180°—60°—45° =75°, igy OPE./ = EOP/ = 75°, vagyis az
PEQO haromszdg is egyenld szara.
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10. évfolyam

1. Harom hazaspar érkezik egy folydhoz. Az atkeléshez olyan csonak Aall
rendelkezésre, amelyben legfeljebb két személy részére van hely. A férjek
féltékenyek, feleség nem maradhat férfitarsasagban a férje jelenléte nélkil sem a
folyoparton, sem atkelés kozben. Megoldhaté-e az atkelés, ha mind a hat személy
tud evezni?

Megoldas. Jelolje F, N, azelsd, F,, N, a masodik, F;, N5 a harmadik hazaspart,
férj-nej sorrendben. Ekkor a feladat megoldhato: N; és N, atevez, N, visszatér, N,
és N, atevez, N, visszater, F,, F; atevez, F,, N, visszatér, F, F, atevez, N,
visszatér, N, és N, atevez, N, visszatér, N, és N, atevez.

2. Oldd meg a kivetkez6 egyenletet:

J2X—242%—1 +/2x +3—42x-1 =3.

Megoldas. A feladat csak 2x—1>0 esetén értelmezett, azaz x > % esetén. Az
egyenlet atalakithato a kovetkezé ekvivalens formara:
V2X—22x —1 +4/2x+3—-42x -1 =3
V2x—1-2y2x —L1+1++/2x—1-4J2x—1+4 =3
VW2x=1-1f +[/ox-1-2f -3
‘m—]h‘M—Z‘ =3

Vezessik be a t =+/2x—1 helyettesitést. Mivel a gyok mindig nemnegativ, ezért
t >0 érvenyes. Most az egyenletlink:
[t=1+|t-2=3.

1-t, 0<t<l i 2—-1, 0<t<?2
|t—]1:{ és |t—2|:{
t-1, t=>1 t-2, t=2

felirhat6, ezért harom eset lehetséges:

Mivel

1. Ha 0<t<1, akkor 1-t+2-t=3, azaz t=0. Visszahelyettesités utan adodik,
hogy v2x-1=0, azaz 2x-1=0, ahonnan a megoldas x :%.

2. Ha1<t<2,akkor t—1+2-t =3, ahonnan 1= 3 kovetkezik, azaz nincs megoldas.

3. Ha 2<t, akkor t—1+t—-2=3 adddik, ahonnan t=3. Visszahelyettesités utan
kapjuk a v2x-1=3, illetve 2x—-1=9 egyenletet, amelynek megoldasa x =5.

A keresett megoldasok tehat x :% és x=5.
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3. Oldd meg a kivetkezo egyenletet az egész szamok halmazan:
x* +26x+69=5".

Megoldas. Az egyenletet atrendezve adodik x*+26x+69-5Y =0, aminek
megoldasa X, =-13++v13° -69+5’ =-13++100+5". Mivel 100+5" pozitiv
négyzetszam, legyen ez a?, vagyis 100+ 5’ = a®. Ebbél adodik, hogy

5Y =a?-100 = (a—10)(a +10).
Mivel 5Y -nak csak az 5 hatvanyai lehetnek tényezdi, legyen a+10=5", a-10=5",
ahol u+v=y. Most a=5"-10 és a=5"+10, ahonnan 5" -10=5"+10, illetve

5 -5 =20, azaz 5(5""" —-1) =5-4 kovetkezik. Ez csak akkor allhat fenn, ha v =1,
u-v=1,tehat u=2, y=u+v=3.Ebbdl %, =-13++100+125 =-13+15.
Igy a megoldas x, =2, x,=-28, y; =y, =3.

4. Egy kor atmérdje az AB szakasz. A kdrbe olyan AC és BD huarokat hizunk,
amelyek a kor belsejében egy P pontban metszik egymast. Igazold, hogy

| AC|-|AP|+|BD|-|BP|< ABJ>.

Megoldéas. Legyen az E ponta P pont AB szakaszra es6 mer6leges vetiilete. Ekkor
az APE és ABC haromszdgek hasonl6sagahbol (derékszogiiek és van kdzos szogik

T . . . , A AB .
az A csucsnal) kovetkezik az oldalaik aranyossaga: %:ﬁ hasonléan a PEB
és BAD haromszogek hasonldsagabdl (derékszogiiek és van kozos szogik a B
T . . . EB PB

csucsnél) kovetkezik az oldalaik aranyossaga: IEBI_ u

|DB| |AB|
Ha atirjuk 6ket szorzatokként és 6sszeadjuk, akkor

|AC|-|AP|:|AB|-|AE|F+

|EB|-|AB|=|BD || PB|
Ekkor adodik, hogy | AC |-| AP|+|DB|-|PB| AB|-(| AE | +|EB|)=| ABF.

80



11. évfolyam

1. 24 liter bor van egy 24 literes edényben. Oszd harom egyenlé részre ezt a
mennyiséget, ha a huszonnégyliteres edényen Kivil van még egy 5, egy 11 és egy
13 literes Ures edény!

Megoldas. A két — legkevesebb 1épésbdl allo — mod:

24 11311 |5 24 11311 |5
2410 |0 |0 2410 |0 |0
0 |8 |11]5 8 |0 |11]5
168 |0 |0 8 |11]0 |5
160 |8 |0 8 |13]0 |3
3 /138 |0 8 |13]3 |0
3 |8 [8 |5 8 |8 |3 |5
8 [8 [8 |0 8 |8 |8 |0

2. Oldd meg a valés szamharmasok halmazan a kovetkezo egyenletrendszert:

2 2 2
5 1 3
x—922=|=|,6y—-x*=|=|,15z2-4 2:(—] .
(2] y (2] =12

Megoldas. A harom egyenletet dsszeadva és rendezve a kovetkezot kapjuk:

2 2 2
X2 —x+| L +4y? —6y+ 3) f9z2 157+ E] =0.
2 2 2

teljes négyzetté valo atalakitasok utan kapjuk, hogy

4] 3] o3

ami csak akkor teljesul, ha

X—i y—g Z_E
2"7 47 6
A Kkapott szamharmas nem elégiti ki az eredeti egyenleteket, igy az

egyenletrendszernek nincs megoldasa.

3. Bizonyitsd be, hogy ha n>5 és n 2-vel oszthat6, de néggyel nem oszthato
természetes szam, akkor n°> —20n® +64n oszthatd 3840-nel!

Megoldas. Legyen A =n®—20n®+64n . Ekkor elemi 4talakitassal adodik, hogy
A=n(n*-20n°+64)=n(n’-4)(n*-16) =n(n-2)(n+2)(n-4)(n+4) .

Mivel n>5 és 2|n, de n nem oszthat6 4-gyel, ezért n =4k + 2 alakd, ahol ke N .
A= (4K + 2)4k (4k + 4)(4k — 2)(4k + 6) = 32(2k —1)2k (2K +1)(2k + 2)(2k + 3).

Mivel (2k -1)2k(2k +1)(2k +2)(2k +3) o6t egymast kovetd természetes szam

szorzata, ezért a tényez6i kozott van 5-tel oszthatd, és van 3-mal oszthatd is, igy
15| A. Viszont A=128k(k +1)(2k —1)(2k +1)(2k + 3) és k(k +1) mindig péaros, tehat

256 | A. Mivel 15 és 256 relativ primek, ezért 15-256 =3840| A.
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4. A négyzet alaku kert oldala 12 méter és 8 méter atméréji henger alaka godrot
astak benne. A kiasott foldet egyenletesen lehengerelték. Hany méter mélyre kell
asni, hogy a goédor a lehengerelés utan 3 méter mély legyen?

Megoldas. Legyen a henger alaki godor kidsott része x magassagu, a henger
alapsugara 4 m, az elhengerelt fold magassaga pedig 3— x . Ekkor
(12° -167)-(3—x) =167X,
tehat
‘= 432 - 487

=1,953 méter mélyre kell asni.
144

3-x
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12. évfolyam

1. n sakkjatékos kiilonleges rendszerii versenyt vivott. Barmely jatékos
barmelyik tarsaval legfeljebb egyszer jatszott, dontetlen mérkoézés nem volt (ha
kellett, sorsolassal dontottek arrol, hogy ki gyozott, ki vesztett). A versenyvezeto
megallapitotta, hogy barmely két jatékoshoz talalhaté egy harmadik, aki
mindkettot legyozte. Legalabb hany résztvevds volt a verseny?

Megoldéas. Nyilvanvald, hogy legalabb harom jatékos volt: A, B és C. Tegyik fel,
hogy C A-t és B-t is legy6zte. A-t és C-t nem gybzhette le B, az csak az
eddigiekt6l kiilonbozé D lehetett. A és D csak B -t61 kaphatott ki.
Az A jatékost B, C, D mindegyike legydzte; szimmetria alapjan A akarmelyik
jatékos lehetett, igy barmelyik jatékosnak legaldbb harom veresége volt. Ennek
alapjan k versenyz6 esetén legalabb 3k mérkézés volt. Mivel minden versenyz6
minden versenyzovel legfeljebb egyszer mérkdzott, fennall a

3k < kk=1)

2

egyenl6tlenség. k > 7, a versenyen legalabb 7 jatékos volt.
Konstruktiv mddon bizonyitjuk, hogy 7 versenyzével meg is oldhatd a probléma.
Sorok szerint a — jel a vereséget, a + jel pedig a gy6zelmet jelenti.

A/B|C|D|E|F|G
Alol|=|=|=|+|+|+
B|l+|o|-|+|-]-1+
Cl+|+|o|=-]-]+]-
D|+|-|+]o0o|+]|-]|-
E|-|+|+|-]o0] -]+
F|l-|+|-=-|+|+]|o0]|-
G|-|-|+|+|=-|+1]o0

3-2x . ,
2. 0ldd meg a ,/log, T x <1 egyenlétlenséget!

Megoldas. Az egyenlStlenség értelmezett, ha

372X 0 s log,>=2% >0, azaz 22X 51, amibsl adédik, hogy
1-x 1-x 1-x
2—-X
>0. 1
Ty 1)
Ugyanakkor
log,>—2X <1, amib] kévetkezik, hogy ~—2X < 2, azaz
1-x 1-x
1
—x<0. 2
- )
(1) és (2) egyenlbtlenség kdzos megoldasa adja az eredeti egyenl6tlenség megoldasat:
X>2.
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3. Ha minden valés x és y val6s szamra igaz, hogy

FOcy)=1(x)-F(y) és f(x+y)= 1)+ f(y)+2xy,
akkor hatarozd meg az f(x) fuggvényt!

Megoldas. Legyen az y =0, ekkor a masodik egyenletbdl kapjuk, hogy:
f(x+0)=f(x)+ f(0)+2x-0,illetve f(x)=f(x)+ f(0), ahonnan f(0)=0.
0=f(0)=f(-1+1)=f (-1 + f(D+2(-1)1, ahonnan f(-1)+f(1)=2.
0=f(0)=f(=x+x)=f(=x)+ f(x)+2(=x)x, ahonnan f (=x)+ f (x)=2x>.
f(~1-x)+ f(1-x)=2x*, vagyis f(-1)-f(x)+ f(1)-f(x)=2x*, ahonnan

f ()] f(=D+ f(@]=2x2, illetve 2 (x) = 2x*, amelybsl f(x)=x* .

Konnyen leellenérizheté, hogy az f(x)=x* filggvényre fennalinak a fenti
osszefliggesek.

4. Egy haromszog oldalai 13cm, 14cm és 15cm. Mekkora a tavolsag a
haromszog sulypontja és a koré irt kor kézéppontja kozott?

I.Megoldas:

2 2 2
A Stewart-képlet kovetkezménye: |OT [F=R® —% ,
2 2 2 2 [
tehat |OT |2=(%j 13 +1g 15 =§$Z amelybo1 |TO [= Y282 < 0.6783.

I1.Megoldés: Az AF sulyvonal kiszamithatd a kovetkez6 modon:
| AF |:%-\/2-132 +2.142 -15% = %\/505 .

2
3
AT szakaszra alkalmazhatjuk a Stewart képletet, vagyis

|AH [ -|TO|+| AO [ -|HT |5 AT | -|HO |+ | HT |-| TO|-| HO].
Legyen x=|TO|. Ekkor | HT |= 2x, ezért

2 2 ——\?
éj -x+(§] 22X = ¥505 -3X+ 2X- X - 3X, ebbdl pedig xzzﬁ,azaz
4 8 3 576

\/265
24

Ekkor | AT |= -%\/50 :—‘5305. Vizsgéaljuk az AHO haromszdget, amelyben az

x=|TO|= ~0.6783.
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I11.Megoldas: Legyen az adott ABC haromszdgben | AB|=13cm, |AC|=14 cm,
|[BC|=15cm. O a koré irt kor kdzéppontja, T a haromszdg sulypontja, H a
magassagpontja. Ha a haromszoget egy T kozéppontu és k=-2 aranyl
homotéciaval leképezziik, akkor minden oldal a vele parhuzamos és a szemben fekvo
csticson athalado oldalba képezddik le, melynek felezOpontja az adott haromszog
csucsa lesz. De ekkor az oldalfelez6 merdlegesesk O metszéspontja a H
magassagpontba képez6dik le, mikozben |TH |=2-|TO|. Kiszamitjuk a HO
tavolsdgot, annak harmada lesz a keresett tavolsag.

A haromszdg teriilete Heron képletébdl: t, =+/21-6-7-8 =84.

abc 13-14-15 65

4t, 484 8

Az AM magassag tulajdonsaga alapjan | AM |— 21, :&:5_6

Az AMB haromszogben:| BM |=, [13% — 56 1gi9 33

Az OPFM téglalapban |OP |5 FM |—E—§:E

A koré irt kor sugara R =

Az OFC derékszogl haromszogben

2
oF foocf—frep=(B) (1) 2825 aonnan oF |- 2.
g) (2) o4 8

Mivel a homotécia alapjan: | AH |=2-|OF |, ezért | AH |= 245
Ezutan | HP || AM |~ | AH |—|PM [= 22 _22_25 _ T3
5 4 8 40

Most a HPO derékszogli haromszogbdl:

HO |- (73] +(3T 6625 _5-4/265 /265

40) \10 1600 40 8
/265
24

Veégill | TO |= ~0.6783.
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4. DOka Adam, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, 111. dij
5. Kopasz Tamas, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, I11. dij
6. Horvét Zoltan, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
7. Anitics Tamas, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
8. Gyorgyevics Katalin, Bolyai Tehetséggondozd Gimn. és Koll., Zenta, dicséret
9. Fejdi Emma, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret

10. Kecskeméti Arpad, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
11. Erdélyi Adam, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret

12. Guberina Krisztina, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret

13. Farkas Laura, Svetozar Markovié Gimnazium, Ujvidék, dicséret

10. évfolyam

1. Kecsenovity Egon, Bolyai Tehetséggondozd Gimnézium és Koll., Zenta, 1. dij
2. Balassa Tamas, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, 1. dij

3. Toth Szabolcs, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, 1. dij

4. Ago Krisztina, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, 11. dij

5. Orosz Csaba, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, I11. dij

6. Guzsvany Szandra, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, 111. dij
7. Kovacsics Tobias, Miiszaki Kozépiskola, Becse, I11. dij

8. Majlath Daniel, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, dicseret
9. Gulyés Oldal Lénérd, Bolyai Tehetseggondozd Gimn. és Koll., Zenta, dicséret

10. Bozsik Zoltan, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
11. Sarok Emma, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret

12. Muzsika T6t Timea, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret

13. Kerekes Emese, Dositej Obradovi¢ Gimnazium, Topolya, dicséret

11. évfolyam

1. Kanalas Vidor, Matematikai Gimnazium, Belgréad, 1. dij

2. Farkas Gabriella, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, 11. dij

3. Takacs Emese, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, I11. dij

4. Kérmdcezi Arnold, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, I11. dij
5. Vidacs Vilmos, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret

6. Kasza Akos, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret

7. Gimpel Akos, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret

8. Kovécs Ildiko, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, dicseéret

9. Répési Diana, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret

10. Roka Géspar, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret

11. Vické Krisztina, Svetozar Markovié Gimnazium, Ujvidék, dicséret

12. Boddcsi Endre, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
13. Sérkéany Rita, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret

14. Harangoz6 Edina, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
15. Kecskés Szanella, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
16. Gleszer Erik, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret

17. Balog Daniel, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
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12. évfolyam

1. Csizmadija Laura, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 1. dij

2. Homolya Miklos, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, 11. dij
3. Gombéar Tamas, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, I11. dij
4. Juhédsz Andor, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret

5. Er6s David, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, [jjvidék, dicséret

Dijatadas: Homolya Miklds
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A VI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

Eléad6: Bagi Mark
Eléadas cime: Csillagaszati eléadas és kviz

A versenyzOk feladatmegoldasokon torik a fejiiket.
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VI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2008. december 13.

9. évfolyam

1. SUn Balazs és testvérei erdei sétara indultak bogyo-, falevél-, kavics-, illetve
termésgyiijteményeiket gazdagitani. Mindegyikiiknek van legalabb egy
gyljteménye. Azok, akik bogyokat vagy terméseket gyilijtenek, azok faleveleket is
gyljtenek. Azok, akik kavicsokat gyiijtenek, azok terméseket is gyiijtenek. Azok,
akik faleveleket és kavicsokat gyiijtenek, azok bogyodkat is gyilijtenek. Melyik
fajta gyiijteménybdl van a legtobb és melyikbdl a legkevesebb Siin Balazséknal?

2. ,Képzeld, tegnap csupan 5, 50, 500 és 5000 dinarosok felhasznalasaval
fizettem ki 500000 dinart.” — mondja Gazdag Géza. ,,Es hany darabot hasznaltal
fel?” — kérdezi Okos Bereci. ,,A négyféle cimletii pénzbdl egyiittesen 500 darabot.”
- valszolja Géza. ,,Ez lehetetlen!” — mondja nyomban Berci. Kinek volt igaza és
miért?

3. Az 1, 3, 4, 5 és egy tetszés szerint valasztott szdmjeggyel ird fel azt a
legnagyobb o6tjegyii szamot, amelyik 12-vel oszthato!

4. Ha az ABCD téglalap és az AQB, valamint APD szabalyos hdromszogek
megegyezé Koriiljarasuak, igazold, hogy a PQ szakasz egybevagd a téglalap
atlojaval!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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VI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2008. december 13.

10. évfolyam

1. ,,Képzeld, tegnap csupan 5, 50, 500 és 5000 dinarosok felhasznalasaval
fizettem ki 500000 dinart.” — mondja Gazdag Géza. ,,Es hany darabot hasznaltal
fel?” — kérdezi Okos Bereci. ,,A négyféle cimletii pénzbél egyiittesen 500 darabot.”
— valszolja Geéza. ,,Ez lehetetlen!” — mondja nyomban Berci. Kinek volt igaza és
miért?

2. Hatarozd meg mindazokat az ne Z szdmokat, amelyekre az
X3 —nx?+nx—(n?+1)=0
egyenletnek egész megoldasai vannak (xe Z).

3. Egy tablara felirtdk az 6sszes pozitiv egész szamot 1-gyel kezdve és 2008-cal
bezardlag. A felirt szamjegyek hany szazaléka az 5-6s szdmjegy?

4. Az AC szakasz az ABCD paralelogramma hosszabbik &tléja. Huzd a
CE L AB és CF 1L AD szakaszokat, vagyis a C csucsb6l a nem szomszédos
oldalakra huzott merélegeseket, F € AD és E € AB . Bizonyitsd be, hogy ekkor

| AB|-| AE |+| AD|-| AF || AC °.

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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VI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2008. december 13.

11. évfolyam

1. Egy Kis erdei tavat egy forras taplal friss vizzel. Egyszer megjelent egy 183
tagu elefantcsorda és egy nap alatt kiitta a t6 vizét. Késobb, mikor ujra megtelt a
t6, egy 37 tagu csorda 5 nap alatt itta ki a vizet. Egy elefant hany nap alatt inn&
Ki a t6 vizét?

2. lgazold, hogy az

X|ngoo7 X [2007 — X2007

egyenlet megoldasainak szorzata természetes szam, majd hatarozd meg ennek a
szorzatnak az utolso két szamjegyét!

3. Oldd meg a valds szamok halmazan az (x+1)* + (x+3)* =16 egyenletet!

4. Szamitsd ki a haromoldalu gila térfogatat, ha alapja derékszogii haromszog 8
cm és 15 cm befogokkal, oldalélei pedig 60°-o0s sz6gben hajlanak az alaplap
sikjahoz!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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VI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2008. december 13.

12. évfolyam

1. Egy nemzetkdzi labdarug6 tornan minden csapat minden csapattal pontosan
egyszer jatszott. Gyozelemért 3, dontetlenért 1, vereségért 0 pont jart. A
bajnoksag végén a csapatok pontszamainak 0Osszege 15 pont volt. Az utols6
helyezett 1 pontot gyiijtott, az utolso elotti egyszer sem kapott ki. Hiny pontot
gytjtott a masodik helyen végzett csapat?

2. lgazold, hogy az

X|ngoo7 X [2007 — X2007

egyenlet megoldasainak szorzata természetes szam, majd hatarozd meg ennek a
szorzatnak az utols6 két szamjegyét!

3. 0ldd meg a (%,ﬂ'j intervallumon a kovetkezé trigonometrikus egyenletet:

cos® 3x + cos® 5x = 8cos® 4x - cos® x..

4. Egy henger alaku edényt, amelynek alapatmérdje 4 dm és a mélysége 3 dm,
teletoltottuk vizzel. Mennyi viz marad benne, ha az alap sikjahoz viszonyitva
30°-0s szégben megddntjuk?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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A VI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

9. évfolyam

1. SUn Balazs és testvérei erdei sétara indultak bogyo-, falevél-, kavics-, illetve
termésgyiijteményeiket gazdagitani. Mindegyikiiknek van legalabb egy
gyljteménye. Azok, akik bogyokat vagy terméseket gyilijtenek, azok faleveleket is
gyljtenek. Azok, akik kavicsokat gyiijtenek, azok terméseket is gyiijtenek. Azok,
akik faleveleket és kavicsokat gyiijtenek, azok bogyodkat is gyilijtenek. Melyik
fajta gyiijteménybdl van a legtobb és melyikbdl a legkevesebb Siin Balazséknal?

Megoldas. Legyen S, a bogyokat gytijtok, S, a faleveleket gytijték, S, a kavicsokat

gyujtok, S, pedig a terméseket gyiijték halmaza. Ekkor érvényesek az alabbi
relaciok:

(@) S,us, cS,,
(2) S; =Sy,
3 S,nS;cS,.

(1)-bél és (2)-bol kovetkezik, hogy S; < S,, valamint S; S, =S; < S;, amibdl
S,uUS;US, S, kovetkezik, miszerint legtobben faleveleket gytijtenek.
Mivel S; =S, NS, NS, ebbdl adédik, hogy legkevesebben kavicsokat gytijtenek.

2. ,Képzeld, tegnap csupan 5, 50, 500 és 5000 dinarosok felhasznalasaval
fizettem ki 500000 dinart.” — mondja Gazdag Géza. ,,Es hany darabot hasznaltal
fel?”” — kérdezi Okos Berci. ,,A négyféle cimletii pénzbél egyiittesen 500 darabot.”
- valszolja Géza. ,,Ez lehetetlen!” — mondja nyomban Berci. Kinek volt igaza és
miért?

Megoldas. Jeldlje a az dtezresek, b az 6tszazasok, ¢ az Gtvenesek és d az 6tosok
szamat, akkor ezekkel egyrészt
5000a +500b + 50c + 5d = 500000,
masrészt
a+b+c+d=500.
Ha az els6 egyenletet 5-tel elosztjuk €s ebbdl kivonjuk a masodikat, akkor a
999a +99b + 9c = 99500
egyenletet kapjuk. Ennek az egyenletnek a bal oldalan csupa 9-cel oszthatd tag van,
tehat 6sszegiik is 9-nek tobbszordse. A jobb oldalon all6 99500 azonban nem
oszthaté 9-cel. Gazdag Géza altal kozoltek ellentmondasra vezetnek ezért Bercinek
van igaza.
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3. Az 1, 3, 4, 5 és egy tetszés szerint valasztott szdmjeggyel ird fel azt a
legnagyobb o6tjegyii szamot, amelyik 12-vel oszthato!

Megoldéas. Egy szdm 12-vel pontosan akkor oszthatd, ha oszthaté 3-mal is és 4-gyel
is. Otjegyti szamunk 3-mal akkor és csak akkor oszthatd, ha szamjegyeinek dsszege is
3-nak tobbszordse. Mivel az ismert négy szamjegy 6sszege 13, ezért az 6todik jegy a
2, az 5 vagy a 8 lehet csak.

A néggyel vald oszthatosag sziikséges és elégséges feltétele az, hogy az 6tjegyii szam
utolsd két jegyébol allo kétjegyii legyen a 4-nek tdbbszordse. Ebbdl persze az is
adodik, hogy az utolso jegy paros kell, hogy legyen.

Ha az 6todik jegy az 5 lenne, akkor a 14, 34, 54 valamelyike lenne 6tjegyii szamunk
utolso két jegyébdol allé kétjegyii szam, am ezek egyike sem oszthat6 4-gyel, igy ez az
eset nem lehetséges.

Ha a hianyz6 6todik jegy a 2, gy az 1, 2, 3, 4, 5 jegyekbdl épitheté 12 tébbszordsei
kozott az 54312 a legnagyobb.

Ha a hianyzé 6todik jegy a 8, Ugy az 1, 3, 4, 5 és 8 szamjegyekbdl épithets 12
tObbszorosei kozott az 53184 a legnagyobb.

A lehetséges esetekbdl az elsd, az 54312 a legnagyobb. Ez tehat a megoldas.

4. Ha az ABCD téglalap és az AQB, valamint APD szabalyos hdromszogek
megegyezé Koriiljarasuak, igazold, hogy a PQ szakasz egybevagd a téglalap
atlojaval!

Megoldas. Az ABD és APQ haromszdgek egybevagdak a SzOSz tétel alapjan, mert
| AD|H AP |, |AB|H AQ| és DAB/=PAQ/=90°, tehat harmadik oldaluk is
egyenlo, azaz | DB |H PQ].

D G
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10. évfolyam

1. ,Képzeld, tegnap csupan 5, 50, 500 és 5000 dinarosok felhasznalasaval
fizettem ki 500000 dinart.” — mondja Gazdag Géza. ,,Es hany darabot hasznaltal
fel?”” — kérdezi Okos Berci. ,,A négyféle cimletii pénzbél egyiittesen 500 darabot.”
— valszolja Geéza. ,,Ez lehetetlen!” — mondja nyomban Berci. Kinek volt igaza és
miért?

Megoldas. Jeldlje a az dtezresek, b az 6tszézasok, ¢ az Gtvenesek és d az 6tosok
szamat, akkor ezekkel egyrészt
5000a +500b + 50c + 5d = 500000,
masrészt
a+b+c+d=500.
Ha az els6 egyenletet 5-tel elosztjuk €s ebbdl kivonjuk a masodikat, akkor a
999a + 99b + 9c = 99500
egyenletet kapjuk. Ennek az egyenletnek a bal oldalan csupa 9-cel oszthaté tag van,
tehat 6sszegiik is 9-nek tobbszoérdse. A jobb oldalon all6 99500 azonban nem
oszthaté 9-cel. Gazdag Géza éaltal kozoltek ellentmondasra vezetnek ezért Bercinek
van igaza.

2. Hatarozd meg mindazokat az ne Z szdmokat, amelyekre az
X3 —nx?+nx—(n?+1)=0
egyenletnek egész megoldasai vannak (xe Z ).

Megoldas. Legyen p az adott egyenlet egész megoldasa (pe Z).

Ekkor p®—np®+np—-n?=1, azaz (p?>+n)(p-n)=1.

Egész p és n esetén ez csak Ugy lehetséges, hogy 1-1=1 vagy (-1)-(-1)=1.

(i)  Legyen p’+n=p-n=-1.
Ebb6l n=p+1 és —1=p?+(p+1), amibél p°>+p+2=0 kovetkezik,
amely egyenletnek nincs egész megoldésa.

(i)  Legyenmost p?+n=p-n=1.
Ebb6l n=p-1 és 1=p?+(p-1), amibdl p>+p-2=(p-D(p+2)=0
kdvetkezik, ahonnan p =1 és p =-2 az egyenlet egész megoldéasai.

Az eredeti egyenletnek tehat akkor lesznek egész megoldésai, ha n=0 vagy n=-3,
azaz, ha ne{0,-3}.
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3. Egy téblara felirtdk az 6sszes pozitiv egész szamot 1-gyel kezdve és 2008-cal
bezardlag. A felirt szamjegyek hany szazaléka az 5-6s szamjegy?

Megoldas. Az egyjegyli szamok leirasanal 1 db 5-0s szdmjegy talalhatd.

A kétjegyli szamok leirasanal 19 db 5-0s szamjegy talalhato, az elsé helyen 10 ¢és a
masodik helyen 9 db.

A haromjegyli szamok leirasanal 6sszesen 280 db 5-0s szdmjegyet hasznalunk fel, az
els6é helyen 100, a masodik helyen 9-10=90, a harmadik, az egyesek helyén pedig
szintén 9-10 =90 db 5-0s szdmjegyet.

Az 1-gyel kezd6d6 négyjegyli szamok leirasanal 1+19+280=300 db 5-0s
szamjegyet irtunk le, mig 2000-t61 2008-ig még 1 db 5-6s szamjegyet hasznalunk fel,
tehat a négyjegyli szamokat felirva 1000-t61 2008-ig Osszesen 301 db 5-0s
szamjegyet hasznalunk fel. Ezek szerint 1-t61 2008-ig az egész szamokat felirva
dsszesen 1+19 + 280 +301 = 601db 5-8s szdmjegyet irtunk fel.

Az Osszes leirt szamjegyek szama: az egyjegytieknél 9, a kétjegytieknél 90-2 =180, a
haromjegytieknél 900-3=2700, a négyjegyiicknél 1009-4 = 4036, tehat 0sszesen
6925 szamjegyet irtunk fel a tablara.

60100

A keresett szazalék: 6925:601=100: x, ahonnan X = o ~8,68%.

4. Az AC szakasz az ABCD paralelogramma hosszabbik atléja. Huzd a
CE L AB és CF 1L AD szakaszokat, vagyis a C csucsb6l a nem szomszédos
oldalakra huzott merélegeseket, F € AD és E € AB . Bizonyitsd be, hogy ekkor

| AB|-| AE |+| AD|-| AF || AC °.

Megoldas. Legyen G pont a B cstucs merdleges vetiilete az AC atlora, ekkor
érvényes, hogy AECA ~ AGBA , valamint AFCA ~ CGBA.
Ebbdl kovetkezik, hogy [AC] _IBAI és [AC| _IBC l.
|AE| |AG| |AF| |CG|
Innen | AB|-| AE | AC|-| AG| és |BC|-| AF | AC|-|CG].
Adjuk 6ssze a két egyenletet. Ekkor
| AB|-| AE|+|BC|-|AF | AC|-| AG|+| AC|-|CG|

Adddik, ebbdl pedig

| AB|-| AE|+| AD|-| AF | AC|-(| AG|+|GC])=| AC .

/’\\
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11. évfolyam

1. Egy Kis erdei tavat egy forras taplal friss vizzel. Egyszer megjelent egy 183
tagu elefantcsorda és egy nap alatt Kiitta a t6 vizét. Késébb, mikor Gjra megtelt a
td, egy 37 tagu csorda 5 nap alatt itta ki a vizet. Egy elefant hany nap alatt inna
Ki a t6 vizét?

Megoldas. Legyen a teli t6 viztartalma S |, az egy napi ndvekmény a forrasokbol n .
Mivel 183 elefant 1 nap alatt issza Ki a té vizét, ez azt jelenti, hogy Kiissza a mar
meglevd S litert és az egy nap alatt meég hozz4 befoly6 n litert. Azaz 183 elefant egy
nap alatt S+ n liter vizet iszik meg. Ekkor, feltételezve, hogy minden elefant egyenlé
+n

mennyiséget iszik meg, egy nap alatt egy elefant Sl liter vizet iszik meg.

A masik feltételbsl 37 elefant 5 nap alatt S +5n litert iszik meg, ezért egy elefant egy

SHON _S+50 1hert Ebbsl adodik, hogy>—t" =S+
375 185 183 185

S =365n. Tehat 183 elefant egy nap folyaman 365n+ n =366n liter vizet iszik meg,
amib6l viszont az is kovetkezik, hogy egy elefant egy nap alatt pontosan 2n litert
iszik meg. Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy 1n litert fogyaszt el a teli té vizébol és
plussz azt az 1n litert, ami a nap folyaman befolyik a toba. Mivel a teli t6 tartalma
365n liter, ezért pontosan a 365-ik nap végére Urul Ki teljesen a td, ha csak egy
elefant iszik belle.

nap alatt , ahonnan

2. lgazold, hogy az

X920 %. /2007 = x?%

egyenlet megoldasainak szorzata természetes szam, majd hatarozd meg ennek a
szorzatnak az utolso két szamjegyét!

Megoldas. Az egyenlet mindkét oldalanak logaritmélasa utan kapjuk a
1

1095007 X - 10095007 X + 109 5997 20072 = 2007 1095007 X
egyenletet. Vezessiik be az a =10g,y,; X helyettesitést.

Most az egyenlet ekvivalens az a? — 2007a +% =0 masodfokl egyenlettel.

A Viete szabaly alapjan a kapott masodfoku egyenlet a, és a, megoldéasainak
Osszege: a, +a, = 2007 .

Ekkor az eredeti egyenlet megoldasai x, = 2007* és x, =2007% , a szorzatuk pedig
X, - X, =2007% - 2007% = 2007%"% =2007°*", tehat természetes szam.

Hatra van még a kapott szorzat utolsé két szdmjegyének meghatarozasa, azaz a
szorzat 100-zal valé osztasakor keletkezett maradék maghatarozasa. Mivel 7 =7,

72 =49, 7° =343, 7* =2401, 7° =16807 ..., belathatd, hogy az utolsé két szamjegy
ciklikusan ismétlédik: 07, 49, 43, 01, ahol a ciklus hosszusaga 4. Mivel

2007 = 4-501+ 3, ad6dik, hogy a 20072 szam utolsd két szamjegye 43.
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3. Oldd meg a valds szamok halmazan az (x+1)* + (x+3)* =16 egyenletet!

Megoldas. Legyen y=x+2, ekkor x+1=y-1 és x+3=y+1, az egyenletiink
pedig a kovetkezOképen alakul:

(y—l)4 +(y+l)4 =16

y'—4y* +6y° -4y +1+y' +4y* +6y° +4y+1=16

2y* +12y* +2=16

y*+6y*—7=0, ahonnan y*=1 vagy y°>=-7, amelyek kozill csak az y*=1
egyenletnek vannak valds megoldasai, és ezek az y, =—1 illetve az y, =1. Ha tudjuk,
hogy y =x+2, akkor x, =-3 és x, =-1, vagyis a megoldashalmaz M ={-3,-1} .

4. Szamitsd ki a haromoldalu gula térfogatat, ha alapja derékszogili haromszog 8
cm és 15 cm befogokkal, oldalélei pedig 60°-os sz6gben hajlanak az alaplap
sikjahoz!

Megoldas. Legyen O pont az ABCD haromoldald gila D csucsanak az ABC
alapharomszogre vetitett mer6leges vetiilete. Ekkor az OADA, OBDA és OCDA
egybevagoak, mert derékszogliek és 60°-0s hegyesszdgik szemben fekszik a kdzos
OD magassaggal. Tehat |OA|z|OB|=|OC |, vagyis az O pont az ABC haromszdg
kordlirt korének kozéppontja, azaz ebben az esetben az atfogd felez6pontja. Ezért

kiszamithatjuk az alap atfogojat, c=+/8°+15* =17cm, vagyis r:%. A test
magassaga DO valdjaban a DAB egyenl6 oldali haromszog magassaga, ahonnan
173

H=DO|= — A gula térfogata

tABC H

—170+/3cm?.

V =
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12. évfolyam

1. Egy nemzetkdzi labdarug6 tornan minden csapat minden csapattal pontosan
egyszer jatszott. Gyozelemért 3, dontetlenért 1, vereségért 0 pont jart. A
bajnoksag végén a csapatok pontszamainak 0Osszege 15 pont volt. Az utolsé
helyezett 1 pontot gyiijtott, az utolso elotti egyszer sem kapott ki. Hiny pontot
gytjtott a masodik helyen végzett csapat?

Megoldas. Ha egy mérkézés elddl, akkor 3, ha dontetlen lesz, akkor 2 pontot osztanak
el a csapatok kozott. Tehat annal kevesebb a csapatok pontjainak 6sszege, minél tébb
a dontetlen. El6szor allapitsuk meg a csapatok szamat. ha csak 3 csapat lenne, akkor 3
mérk6zésen maximum 9 lehetne a pontszdmdsszeg, ha pedig 5 csapat lenne, akkor 10
meccsen minimum 20 pont keriilne Kiosztasra. Igy a csapatok szama 4. Ha 4 csapat
van, és nincs dontetlen, a pontszamok 6sszege 6 meccsen 18 pont. Itt a csapatok 15
pontot gyujtottek, és mivel minden dontetlen 1-gyel csokkenti a pontszdmdsszeget,
ezen a tornan 3 mérkozés végzodott dontetlenre. Az utolsé eldtti, azaz a harmadik
helyezett csapat egy meccset sem vesztett. Ha nyert volna legaldbb egy meccset,
akkor legalabb 5 pontja lenne. De akkor az el6tte végzett két csapatnak is legalabb 5-5
pontja lenne, ekkor azonban a csapatok dsszpontszama mar legalabb 16 lenne. Ezek
szerint a harmadik helyezett csapat minden meccse dontetlenre végz6dott.

Az els6 két csapat tehat megverte az utolsét és dontetlent jatszott a harmadikkal.
Mivel tobb dontetlen nem volt, az els6 helyezett legyézte a masodikat, vagyis a
masodik helyen végzett csapat 4 pontot gyiijtott.

2. lgazold, hogy az

X920 X. /2007 = x?%7

egyenlet megoldasainak szorzata természetes szam, majd hatarozd meg ennek a
szorzatnak az utols6 két szamjegyét!

Megoldas. Az egyenlet mindkét oldalanak logaritméalasa utan kapjuk a
1

1095007 X - 10095007 X + 109 5907 20072 = 2007 1095007 X

egyenletet.
Vezessik be az a=10g,,; X helyettesitést.

Most az egyenlet ekvivalens az a? — 2007a +% =0 masodfokl egyenlettel.

A Viete szabaly alapjan a kapott masodfoku egyenlet a, és a, megoldésainak
Osszege: a, +a, = 2007 .

Ekkor az eredeti egyenlet megoldasai x, = 2007* és x, =2007%, a szorzatuk pedig
X, - X, = 2007°%7 | tehat természetes szam.

Hatra van még a kapott szorzat utolsé két szdmjegyének meghatarozasa, azaz a
szorzat 100-zal valé osztasakor keletkezett maradék maghatarozasa. Mivel 7 =7,

72 =49, 7° =343, 7* = 2401, 7° =16807,..., belathatd, hogy az utolsé két szamjegy
ciklikusan ismétlédik: 07, 49, 43, 01, ahol a ciklus hosszusaga 4. Mivel

2007 = 4-501+ 3, ad6dik, hogy a 20072 szam utolsd két szamjegye 43.
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3. Oldjuk meg a (%,ﬂ'] intervallumon a kovetkezo trigonometrikus egyenletet:

cos® 3x +cos® 5x =8cos® 4x-cos® x .
Megoldas. Ha tudjuk, hogy cos3x+cos5x = 2cos4x-cos x, akkor az adott egyenlet a
kovetkezOképpen alakithato:

cos® 3x + cos® 5x =8cos® 4x - cos® x
3
cos® 3x + cos® 5x = (2.cos3x cos x)

cos® 3x + cos® 5x = (cos5x + cos 3x)°

c0s® 3x + c0s® 5x = c0s> 5x + 3¢0s? 5x c0s 3X + 3€0s 5x €os? 3x + €os® 3x

0 =3cos? 5x€0s 3x +3c0s 5x cos® 3x

3c0s5xcos3x(cos5x+cos3x) =0

cos5x=0 v cos3x=0 v cos5x+cos3x =0

Ha cos5x =0, akkor 5x :%+kﬂ,’ , vagyis X :%+k?”=18° +k-36°. Innen az adott

intervallumba esé megoldasok a 126° és a 162°.

Ha cos3x =0, akkor 3X:%+kﬂ,’, azaz x:%+%:30°+k-60°. Innen az adott

intervallumba esé megoldas a 150°.
Ha cos3x +cos5x =0, akkor 2cos4xcosx =0, ahonnan cos4x =0 vagy cosx=0.

Ha cosx=0, akkor X:%+kﬂ', amely esetben egy megoldas sem esik az adott

intervallumba.
kx

Ha cos4x =0, akkor 4x =%+kﬂ,’ , ahonnan x :%+T =22,5 =k-45".
Innen az adott intervallumba es6 megoldasok a 112,5° és a 157,5°.
Osszefoglalva a keresett megoldasok: 112,5°;126°; 150°; 157,5°; 162°.

4. Egy henger alaku edényt, amelynek alapatmérdje 4 dm és a mélysége 3 dm,
teletoltottuk vizzel. Mennyi viz marad benne, ha az alap sikjahoz viszonyitva
30°-0s szbgben megddntjuk?

Megoldas. A megdontés utan a viz egy része kifolyt, majd vizszintes helyzetet vesz

fel Gjbol. A kiomlott viz térfogata fele annak a henger térfogatanak, amelyet az abran
latunk. Az edény térfogata (r =2dm, H =3dm) V=12r dm’,

N\

a kifolyt vizé (r =2dm, H, :i dm]

V3
lvl :%ﬂ dm31
2 3

tehat a maradék
1 ( 83

V-2V, =|12——— |z dm® ~ 2319 liter .
2 3

D

100



A VI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

DIJAZOTTJAI
9. évfolyam
1. Piri Annaméria, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, 1. dij
2. Ripcé Akos, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
3. Kérosi Balazs, Miiszaki Kozépiskola, Ada, 1. dij
4. Gyarmati Dénes, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, I11. dij
5. Horvat Tamas, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij
6. Kérmdczi Andor, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, I11. dij
7. Nagygyorgy Kristdf, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
8. Simonyi Mété, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
9. Milinszki Hajnalka, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret

10. Pusin Igor, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
11. Kiss Csaba, Bolyai Tehetséggondoz6é Gimnazium eés Koll., Zenta, dicséret
12. Brusznyai Borisz, Svetozar Markovié Gimnazium, Ujvidék, dicséret

13. Hajnal Andor, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicseret

10. évfolyam

1.

Kovacsics Tamas, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, 1. dij

2. Balind Arpad, Miiszaki Kozépiskola, Ada, I1. dij

3. Berec Alexandra, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, I11. dij
4. Vrbaski Ivan, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
11. évfolyam

1. Ag6 Krisztina, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, 1. dij

2. Kecsenovity Egon, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, 1. dij
3. Kovacsics Tobias, Miiszaki Kozépiskola, Obecse, 111. dij

4. Balassa Tamas, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
5. Toth Szabolcs, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
12. évfolyam

1. Kanalas Vidor, Matematikai Gimnazium, Belgrad, 1. dij

2. Takacs Emese, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 1. dij

3. Réka Gaspar, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, 111. dij

4. Bodocsi Endre, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, dicseret
5. Kasza Akos, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret

6. Farkas Gabriella, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
7. Gimpel Akos, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret
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A VIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

El6ado: dr. Kinpses Janos
Eléadas cime: Erdekes matematikai problémak

Verseny el6tti megbeszélés (Pap Zoltan, Pap Horvath Erika, Péics
Hajnalka, Miklos Gyongyi, Csikds Pajor Gizella, Meozelj Sonja, Zolnai
Irén, Ripco Sipos Elvira, Rozsnyik Andrea, Sziics Emese, Boros Istvan).

102



VIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2009. november 28.

8. évfolyam

1. A VI. Fekete Mihaly Emlékverseny elso forduldoja utan tovabbjutott a

1 2 . I
versenyzok — része. A masodik fordulon résztvevék — része Keriilt a dontébe.
5 7
2 . Lo
Ha az els6 fordul6 utan jutott volna tovabb a versenyzék - része, és a masodik

1
fordulon résztvevok g része Keriilt volna a dontobe, akkor a harom fordulon

Osszesen 12-vel tobb dolgozatot kellett volna javitani. Hanyan indultak a VI.
Fekete Mihaly Emlékverseny elsé forduléjan?

2. Melyek azok a kétjegyii természetes szamok, amelyekre igaz, hogy maga a
szdm 17-tel nagyobb, mint szdmjegyeinek szorzata?

3. Egy Kkiilonb6zé szamjegyekbdl allo hatjegyli szam szamjegyei (valamilyen
sorrendben) 1, 2, 3,4, 5, 6. Az els6 két szamjegybol allo kétjegyii szam oszthaté
2-vel, az elsé6 harom szamjegybdl allé haromjegyi szam oszthato 3-mal és igy
tovabb, maga a szam oszthat6 6-tal. Melyik ez a szam?

4. Jeldlje egy haromszdg csucsait A, B és C. Legyen az AC oldal felezépontja
E, a BC oldal B-hez kbzeli harmadolé pontja D. Az AD és BE egyenesek
metszéspontjat jelolje F. Mekkora a BDF haromszog eés az FDCE négyszog
teriiletének aranya?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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VIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2009. november 28.

9. évfolyam

1. Preciz Peti felirta a szamokat 1-t61 10000-ig. Elészor alahizta pirossal azokat a
szamokat, amelyek oszthatdk 4-gyel, majd aldhlzta zolddel azokat, amelyek
oszthatok 5-tel, végul alahluzta kékkel az 6sszes 6-tal oszthatot. Hany szam lett
igy aldhtizva pontosan két szinnel?

2. Melyek azok a kétjegyii természetes szamok, amelyekre igaz, hogy maga a
szdm 17-tel nagyobb, mint szdmjegyeinek szorzata?

3. Egy szamsorozat valamely tagjat jobbminimalisnak nevezziik, ha téle jobbra
nem talalhat6é néla kisebb szam. Példaul a (2; 1; 4; 6; 3; 7; 8; 5) sorozatban
jobbminimalis szamok az 1 és a 3 (a jobbszélsé 5-0st nem tekintjuk annak). Ezek
alapjan az emlitett sorozatban a masodik és az 6todik helyen all jobbminimalis
szam. Hany olyan sorrendje (permutéciéja) van az 1, 2, ..., 8 szamoknak,
amelyekben a masodik és az 6tddik helyen (és esetleg masutt is) jobbminimalis
szamok allnak?

4. Legyenek x,, X, €s x, az ABC hegyesszogii haromszog tetszoleges P belsé
pontjanak rendre az a, b és c oldalaktol mért tavolsagai. Jelélje m,, m, és m.a
megfelelé oldalakhoz tartoz6 magassagokat. Igazold, hogy

£+ﬁ+£:1.

m, m, m

a c

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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VIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2009. november 28.

10. évfolyam

1. A g0dényhadzi sorivé versenyen harman Keriiltek a dontébe: a
tiizoltoparancsnok, a kantor és a harangozo. A Kkijelolt ido alatt a
tiizoltoparancsnok és a kantor egyiitt kétszer annyi sort ivott meg, mint a
harangozo. A tiizoltoparancsnok és a harangozo egyiittes teljesitménye viszont
haromszor annyi, mint a kdntoré. Ki nyerte a versenyt?

2. Egy kétjegyii szam szamjegyei kozé irtunk egy szamjegyet. Az igy kapott
haromjegyii szam és az eredeti kétjegyili szam szamtani kozepe egyenlo az eredeti
kétjegyill szam szamjegyeinek felcserélésével kapott kétjegyii szammal. Mi volt az
eredeti szam?

3. Az AB és CD egy O kozéppontu kornek két, egymasra meréleges atméraje.
Az OD szakaszt felez6 E ponton halad az AF har, az AB és CF szakaszok
metszéspontja a G pont. Igazold, hogy az |OB|=3|0G| ésa |CF |=3 | DF |.

4. Legyenek X, X,, X3, ..., Xy00e POZitiv valos szamok.
Bizonyitsd be a kovetkeziket:

a) Minden pozitiv x valés szamra igaz, hogy x(1—x) <

AR SN

b) Egyidében nem teljesiilhet a kovetkez6 egyenlétlenségek mindegyike:

1 1 1 1
Xl(l—xz)gz1 X2(1—X3)SZ, - Xzoos(l—xzoog)gz1 Xzoog(l—xl)ﬁz-

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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VIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2009. november 28.

11. évfolyam

1. A go0dényhazi sorivd versenyen harman Kkerlltek a dontébe: a
tiizoltoparancsnok, a kantor és a harangozo. A Kkijelolt ido alatt a
tiizoltoparancsnok és a kantor egyiitt kétszer annyi sort ivott meg, mint a
harangozo6. A tiizoltoparancsnok és a harangozo egyiittes teljesitménye viszont
haromszor annyi, mint a kdntoré. Ki nyerte a versenyt?

2. Felirtuk egy tablara 1-t61 2009-ig a szamokat, majd valamelyik két
szomszédost letoroltik, és helyettik felirtuk a kuldnbségiket (a nagyobbdl
kivonva a kisebbet). Ezt az eljarast addig ismételgettiik, mig végll csak egy szam
maradt a tablan.

a) Mutassuk meg, hogy utolsé szamként nem johet ki az 1000.

b) Adjunk egy eljarast, amely utolsé szamként az 1001-et eredményezi!

3. Adott az ABCD érintonégyszog, amelynek az alapon fekvé szogei a €és f3.

| AB | a Joj
lgazold, hogy —— =ctg—-ctg—.
gaz gy|CD| g2 g2

4. Bizonyitsd be, hogy az

, n+1  n?+1

n 2n
egyenlet gyokei val6sak €s irracionalis szamok minden n természetes szamral

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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VIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2009. november 28.

12. évfolyam

1. Egy bank pancélszekrényén tobb kiilonb6zé zar van. Kulcsaikat ugy osztottak
szét a bank négy pénztarosa kozott, hogy a pancélszekrény kinyitasahoz legaldbb
harmuknak jelen Kkell lenni, de mind a négynek nem, hogy a naluk levo
kulcsokkal ki lehessen nyitni az 0sszes zarat. (Egy zarhoz tdébbuknél is lehet
kulcs, és egy embernél tobbféle kulcs is lehet.) Legkevesebb hany zar van a
pancélszekrenyen?

sin® x+cos®x _ sin® x—cos* x

2. Hatarozd meg a =
g 1+\/§sinx 1+\Esinx

egyenlet valds megoldasait!

3. Az y=(x-1)"+2 parabola P, és P, pontjabol az A(1,2) és B(L6) pontok
altal meghatarozott szakasz derékszogben latszik. Mekkora az ARBP, négyszig
terilete?

4. Hatarozd meg azt a pozitiv x szamot, melyre az

6
1
(x+1j —(x6+6j—2
X X
f(x)=
(o3 ()
X+— | +| X+
X X
fiiggvény a leheto legkisebb értékét veszi fel! Hatarozd is meg ezt a legkisebb
ertéket!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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A VIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

8. évfolyam

1. A VI. Fekete Mihaly Emlékverseny elso forduldja utan tovabbjutott a

1 2 .. .
versenyz6k — része. A masodik fordulén résztvevok — része kerilt a dontébe.
5 7
2 . PR
Ha az els6 fordulo utan jutott volna tovabb a versenyzék - része, és a masodik

1
fordulon résztvevok g része Keriilt volna a dontobe, akkor a harom fordulon

Osszesen 12-vel tobb dolgozatot kellett volna javitani. Hanyan indultak a VI.
Fekete Mihaly Emlékverseny elso fordulojan?

Megoldas. Foglaljuk tablazatba a feltételeket! Mivel (még) nem ismerjik a versenyen
induldk szamat, jeloljik ezt x -szel.

A versenyzOk szama A versenyzOk szama
a valésdgban a ,,mi lett volna” esetén
1. forduléban X X
, X 2X
2. forduléban - —
5 7
A dontében 2 X 1 2x
7 5 5 7
A dolgozatok szama X 2X 2X  2X
X+—+— X+—+—
5 35 7 35

A ,mi lett volna” esetén 12  dolgozattal tébb  lenne,  tehéat
x+5+2+12:x+%+%. Az egyenlet mindkét oldalabdl x+%-bt levonva

X112 :% adodik. Szorozzuk meg ennek az egyenletnek mindkét oldalat 35-tel, és

a szorzas sordn lehetséges egyszertsitéseket végrehajtva nyerjik, hogy
7x+12-35=10x. Most a 7x Kkeriil levonasra, majd 3-mal egyszerisithetiink, s
adodik: 3x=12-35, azaz x=4-35=140. Ezt az eredményt természetesen a

feladatszoveggel egybevetve ellendrizniink kell! A 140 induld 6téde 28, ennek ;-e 8

és ez 140+ 28+8=176 dolgozatot jelent. A 140-nek a %-e 40, ennek 6tode 8, és a

dolgozatok szama 140 + 40 + 8 =188 val6ban 12-vel tobb az elébbi dolgozatszamnal.
A versenyen tehat 140 indul6 volt az els6 forduloban.

108



2. Melyek azok a kétjegyii természetes szamok, amelyekre igaz, hogy maga a
szdm 17-tel nagyobb, mint szdmjegyeinek szorzata?

I.Megoldés. Ha a kétjegyli szam tizeseinek szamat X, egyeseinek szamat pedig y
jeloli, akkor a feltételek szerint kétjegyli szamnkra 10X+ y = xy+17, ahol x>1 és
0<y<9. Tegylk a fenti egyenletbe x helyére rendre a pozitiv egyjegyticket:
10+y=y+17, 20+ y=2y+17, 30+ y =3y +17,
40+y=4y+17,50+y=5y+17, 60+ y=6y+17,
70+y=7y+17,80+y=8y+17, 90+y =9y +17.
A fenti egyenletek koziil az elsdnek nincs megoldésa, a masodikat kovetd otnek €s az
utolsénak egész megoldasa nincs. A masodikat az y =3, mig az utolsd elbttit az
y =9 elégiti ki, tehat két olyan kétjegyli szam lehet, amely a feltételeket kielégiti, a
23 ésa89. Mivel 2-3+17 =23 és 8-9+17 =89, a 23 és a 89 valéban megoldasok.

Il. Megoldas: Elébbi jelolésiinket megtartva a 10X + y = Xy +17 egyenletet alakitjuk
at a kovetkezOképpen: 0=xy —10x—y+10+ 7. Tettlk ezt azért, hogy a jobb oldal
els6 négy tagjat szorzattd alakithassuk, mint 0=(x-1)(y-10)+7, amib6l
(x=1)(y—-10) =—7. Most mar lathato, hogy az x>1 és y<9 egészek miatt a bal
oldal mindkét tényezdje egész szdm, mégpedig az elsd tényezd a pozitiv, a masodik
negativ. llyen egészek szorzata csak ugy lehet —7, ha

x—1=16s y-10=—-7
vagy

Xx—1=7 és y—10=—1.
Az els6 lehetéség az x =2, y=3,amasodik az x =8, y =9 megoldasokat adja.

3. Egy KkiUlonb6zé szamjegyekbdl allo hatjegyli szam szamjegyei (valamilyen
sorrendben) 1, 2, 3,4, 5, 6. Az els6 két szamjegybol allo kétjegyii szam oszthaté
2-vel, az elsé6 harom szamjegybdl allé haromjegyi szam oszthato 3-mal és igy
tovabb, maga a szam oszthat6 6-tal. Melyik ez a szam?

Megoldas. A hatjegyli szam masodik, negyedik és hatodik jegye a 2-vel, 4-gyel és 6-
tal valé oszthatdsag miatt paros kell legyen, és az 6todik jegy az 5-tel oszthatdsag
miatt csak 5 lehet. Az elsé és a harmadik jegy tehat csakis az 1 és a 3 lehet valamely
sorrendben. A harommal oszthatésag miatt a méasodik jegy csak a 2 lehet, hiszen
1+4+3 illetve az 1+6+3 egyike sem tdbbszorése a 3-nak. igy ha szamunk elsé
harom jegye sorrendben az 123, Ugy a 4-gyel oszthatdsag miatt a negyedik jegy csak a
6 lehet, mivel 34 nem oszthatd 4-gyel, ekkor tehat a hatjegyli szam a 123654. Ha
pedig szamunk elsé harom jegye rendre a 321, Ggy a negyedik jegy ismét csak a 6,
hiszen a 14 nem nem tdbbszordse a 4-nek, szamunk tehat most a 321654. Mindkét
esetben a 6-tal oszthatosagot a szam parossaga €s jegyei Osszegenek
(1+2+3+4+5+6=21) 3-mal val6 oszthatdsaga biztositja.
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4. Jeldlje egy haromszdg csucsait A, B és C. Legyen az AC oldal felezépontja
E, a BC oldal B-hez kozeli harmadol6é pontja D. Az AD és BE egyenesek
metszéspontjat jelolje F. Mekkora a BDF haromszdg és az FDCE négyszog
teriiletének aranya?

I.Megoldéas. Huzzunk az E ponton &t egy, az AD -vel parhuzamos egyenest. Messe
ez BC-ta G -ben (&bra). Mivel az ACDA -ben E felezépont és EG || AD, ezért EG

e haromszdg egyik kdzépvonala és ennélfogva G felezia DC -t, G tehat a BC -nek
C -hez kdzelebbi harmadoldopontja. Most tekintsiik a BEGA -et. Ebben D a BG -nek
felez6pontja és FD || EG, tehat FD kdzépvonala a haromszognek, azaz F felezi a

BE -t. A CDEA terllete a BECA teriletének %-a, hiszen CD :ECB és ezekhez az

oldalakhoz tartoz6 magassagaik azonosak. gy a BDEA teriilete pedig a BECA

teruletének %-a. Mivel F felezi a BE-t, ezért a BDFA terllete és az EFDA tertilete
egyenld, éspedig a BECA terliletének %-éval. A CDFE négyszog teriletére tehat a

BECA terlletének %-ajut, és igy a keresett teriiletarany 1:5.

I1.Megoldas: Fektessiink az E ponton &t egy, az CB-vel parhuzamos egyenest.
Messe ez az AD-t a H pontban. Az EH kozépvonala az ACDA -nek, hiszen E

felez6pont és EH ||CD . Ennélfogva EH :%DC. Am a D harmadoldpontja BC -

nek, vagyis BD:%DC, tehat EH =BD, amibdl kovetkezik, hogy az EHBD

négyszog paralelogramma, mert van két parhuzamos ¢&s egyenld oldala. A
paralelogrammaét atloi (a BE ésa DH szakaszok) négy egyenld teriileti hAromszogre

daraboljak, tehat Tgpe, =Tpers» @M a BDEA teriilete a BCEA tertletének g-a,

I11.Megoldas: Huzzunk a B, a C és az E pontokon & AD -vel parhuzamos
egyenest. Az E -re fektetett ilyen egyenes a DC szakaszt felezi, mert az ACDA -ben
ez az egyenes kdzépvonal. Hizzunk most a C, a D és az utébb nyert G (a DC
felez6pontja, azaz a BC masik harmadoldpontja) pontokon at a BE -vel parhuzamost.
Igy az 6sszehasonlitasra vard két sokszoget egy paralelogramma-racsba helyeztiik,
amelynek ,racsszemei” egybevagoak, tehat egyenld teriiletiiek is. A 9 egybevagd
lapbél a BECA 3 lapnyit tolt ki, hiszen a BHCA terillete 4.5 lapnyi, a CEHA
terllete pedig 1.5 lapnyi. A BFDA teriilete 0.5 lapnyi, tehat a keresett arany
0.5:2.5, ami éppen az 1:5 arannyal egyenld.
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9. évfolyam

1. Preciz Peti felirta a szamokat 1-t61 10000-ig. Elészor alahtzta pirossal azokat a
szamokat, amelyek oszthatdk 4-gyel, majd aldhlzta zolddel azokat, amelyek
oszthatok 5-tel, végul alahluzta kékkel az 6sszes 6-tal oszthatot. Hany szam lett
igy aldhtizva pontosan két szinnel?

Megoldas. Piros és z6ld szinnel 6sszesen 500 szam van aldhizva, ugyanis ennyiszer
van meg a 10000-ben a 4 és 5 legkisebb kozds tobbszordse. Zélddel és 833 szam van
alahuzva, pirossal és kékkel pedig 333. Mindegyik 0sszegben szerepelnek azok a
szamok is, amelyek héaromszor lettel aldhlzva. Ezek szama 166. A keresett
szamossagot a kdvetkezd szamolas adja:

500+833+333-3-166 =1666 —498 =1168.

2. Melyek azok a kétjegyl természetes szamok, amelyekre igaz, hogy maga a
szdm 17-tel nagyobb, mint szdmjegyeinek szorzata?

I.Megoldés. Ha a kétjegyli szam tizeseinek szamat X, egyeseinek szamat pedig y
jeloli, akkor a feltételek szerint kétjegyli szamnkra 10X+ y = xy+17, ahol x>1 és
0<y<9. Tegylk a fenti egyenletbe x helyére rendre a pozitiv egyjegyticket:
10+y=y+17, 20+ y=2y+17, 30+ y =3y +17,
40+y=4y+17,50+y=5y+17, 60+ y=6y+17,
70+y=7y+17,80+y=8y+17, 90+y =9y +17.
A fenti egyenletek koziil az elsdnek nincs megoldésa, a masodikat kovetd otnek €s az
utolsénak egész megoldasa nincs. A masodikat az y =3, mig az utolso el6ttit az
y =9 elégiti ki, tehat két olyan kétjegyli szam lehet, amely a feltételeket kielégiti, a
23 ésa89. Mivel 2-3+17 =23 és 8-9+17 =89, a 23 és a 89 valéban megoldasok.

Il. Megoldas: Elébbi jelolésiinket megtartva a 10X + y = Xy +17 egyenletet alakitjuk
at a kovetkezOképpen: 0=xy —10x -y +10+ 7. Tettlk ezt azért, hogy a jobb oldal
els6 négy tagjat szorzattd alakithassuk, mint 0=(x-1)(y-10)+7, amib6l
(x=1)(y—-10) =—7. Most mar lathato, hogy az x>1 és y<9 egészek miatt a bal
oldal mindkét tényezdje egész szdm, mégpedig az elsd tényezd a pozitiv, a masodik
negativ. llyen egészek szorzata csak ugy lehet —7, ha

x—1=16s y—10=—-7
vagy

Xx—1=7 és y-10=—1.
Az els6 lehet6ség az x =2, y=3,amasodik az x =8, y =9 megoldasokat adja.
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3. Egy szamsorozat valamely tagjiat jobbminimalisnak nevezziik, ha téle jobbra
nem talalhat6é néla kisebb szam. Példaul a (2; 1; 4; 6; 3; 7; 8; 5) sorozatban
jobbminimalis szamok az 1 és a 3 (a jobbszélsé 5-0st nem tekintjuk annak). Ezek
alapjan az emlitett sorozatban a masodik és az 6todik helyen all jobbminimalis
szam. Hany olyan sorrendje (permutéciéja) van az 1, 2, ..., 8 szamoknak,
amelyekben a masodik és az 6todik helyen (és esetleg masutt is) jobbminimalis
szdmok allnak?

Megoldas. Allitsuk dssze a keresett permutaciot balrél jobbra haladva. Az elsé helyen
a 8 szdm koziil barmelyik allhat. A masodik szam egyértelmiien meghatarozott, hiszen
csak akkor lehet jobbminimalis, ha a megmaradt szdmok kozil a legkisebbet
valasztjuk. A harmadik és a negyedik szdm a megmaradtak kdzil barmelyik lehet. Az
otodik szam ismét kizardlag a még fel nem hasznalt 4 szam kozil a legkisebb lehet. A
megmaradt 3 szamot beirhatjuk tetszdleges sorrendben. Ez Gsszesen 8:6-5-3-2-1 =
1440 lehetséges sorrendet ad.

4. Legyenek x,, X, €s x, az ABC hegyesszogii haromszog tetszoleges P belsé

pontjanak rendre az a, b és c oldalaktol mért tavolsagai. Jelélje m,, m, és m.a
megfelel6 oldalakhoz tartoz6 magassagokat. Igazold, hogy
ﬁ + i + i =1. ¢
ma mb mc
mg

Megoldéas. Mivel
Ter(BCP) +Ter(CAP) +Ter(ABP) =Ter(ABC),

igy elosztva mindkét oldalt Ter(ABC) -vel adodik:

Ter(BCP) N Ter(CAP) N Ter (ABP) vy

Ter(ABC) Ter(ABC) Ter(ABC)
Behelyettesitve sorban a megfeleld haromszogek tertileteit kapjuk, hogy

a-x, b-x, c-x
2

2_, +—2 =1,
a-m, b-m, c-m
2 2 2
Elvégezve az egyszeriisitéseket megkapjuk a keresett egyenléséget, azaz hogy
Xy X X
a4 b 4+-C 1.
m, m, me
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10. évfolyam

1. A godényhazi sorivo versenyen harman Keriiltek a dontébe: a
tiizoltoparancsnok, a kantor és a harangozo. A Kkijelolt ido alatt a
tiizoltoparancsnok és a kantor egyltt kétszer annyi sort ivott meg, mint a
harangozo6. A tiizoltoparancsnok és a harangozo egyiittes teljesitménye viszont
haromszor annyi, mint a kéntoré. Ki nyerte a versenyt?

I.Megoldés. Jeldljuk a tiizoltoparancsnok, a kantor és a harangozo altal elfogyasztott
sérmennyiséget rendre t-vel, k -val és h-val. Ekkor

t+k=2hést+h=3k.
A két egyenletet kivonva adddik, hogy k-h=2h-3k, azaz 4k —3h, ahonnan
belathatd, hogy h> k.
Megallapithatjuk tehat, hogy a kantor nem nyerhetett, ezért most mar elegendé a
tlzoltoparancsnok és a harangozo teljesitményét Osszehasonlitani. Ehhez a fenti
egyenletrendszert gy alakitjuk, hogy k essen ki bel6le (3-mal szorozzuk az els6t és
hozzéadjuk a masodikhoz), azaz 4t + 3k + h =6h +3k , ahonnan 4t =5h, vagyis t > h.
Tehét a tlizoltoparancsnok nyert.

I1.Megoldas. A tlizoltoparancsnok olyan vodrot készittetett, amelynek térfogata
pontosan az & altala elfogyasztott sor mennyiségével egyezett meg. [gy az 6
teljesitménye 1 vodor volt. Jeloljuk tovdbbra is a kantor és a harangozé altal
elfogyasztott sormennyiséget rendre k -val és h-val. Ekkor a verseny jegyz6konyve
alapjan tapasztaltakat mar felirhatjuk kétismeretlenes egyenletrendszerrel:
1+k=2h és1+h=3k.

Az els6 egyenletb6l k=2h-1, ezt a masodik egyenletbe helyettesitve
1+h=3(2h-1) adddik. Ebbl

h:ﬁ és k:2h—1=2-ﬁ—1=§.
5 5 5

Mivel k és h kisebb 1-nél, ezért a tiizoltoparancsnok nyert.

111.Megoldas.

A tizoltéparancsnok és a kantor egyiitt kétszer annyi sOrt ivott meg, mint a
harangozo.

Eszerint a harangozo teljesitménye atlagos.

Vagy van nala jobb és gyengébb, vagy mindharom egyforma.

A tiizoltoparancsnok és a harangozo egyiittes teljesitménye haromszor annyi, mint a
kantoré.

Eszerint viszont, ha a kantor helyére a harangozo6 keriil a kétfés csapatba, akkor a
kétfos csapat teljesitménye javul a kimaradt egy fohoz képest, tehat a harangozo
teljesitménye nagyobb a kantorénal.

A fentiekbdl belathatd, hogy a sorrend: tlizoltoparancsnok, kantor,harangozo.
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2. Egy kétjegyii szam szamjegyei kozé irtunk egy szamjegyet. Az igy Kkapott
haromjegyii szam és az eredeti kétjegyili szam szamtani kozepe egyenlo az eredeti
kétjegyii szam szamjegyeinek felcserélésével kapott kétjegyii szammal. Mi volt az
eredeti szam?

Megoldas. Legyen az ab kétjegyli szam, k pedig a szamjegyei kozé irt harmadik
szamjegy. A feltételek alapjan w =ba, vagyis a haromjegyii szam kisebb 200-
nal (méasképpen a szamtani kozép is haromjegyti). Tehat az a=1 és akkor
10+b+100+10k + b =20b+ 2, amely alapjan 108 +10k =18b, azaz 5k =9(b-6),
tehat 9 osztdja az 5k -nak, igy a k =0 vagy k =9. Ha k =0, akkor az eredeti szam
16. Ha k =9, akkor 54 + 45=9b, b =11 pedig nem lehetséges.

3. Az AB és CD egy O kozéppontlu kornek két, egymasra meréleges atméraje.
Az OD szakaszt felez6 E ponton halad az AF har, az AB és CF szakaszok
metszéspontja a G pont. Igazold, hogy az |OB|=3|0G| ésa |CF |=3 | DF |.

Megoldas. Jelolje r a kor sugardt. Az AOEA ~ AFBA, mert két megfeleld szogiik
egyenld. Ugyanakkor BFCZ =CFAZ = AFDZ (azonos hosszusagu ivekhez tartoz6

. . ., | A AF| 2
keruleti sz6gek), ezért GF szogfelez6 az AFBA-ben, tehat ﬂ:u:—,
|GB| |BF| 1
o 2 1 1 . 1
amib6l |OG|:r—§r:§r:§|OB|, azaz |OB|=3|0G|. Mivel |DE|:Er és
. . . DF DE| 1
|CE|:§r, ezert mivel EF szogfelez6 a CFDA -ben, igy u:u:—, azaz
2 |CF| |CE| 3

|CF |=3 | DF|.

4. Legyenek X, X,,Xs, ..., Xy00e POZitiv valos szamok.
Bizonyitsd be a kovetkeziket:

a) Minden pozitiv x valés szamra igaz, hogy x(1-x) s%.

b) Egyidében nem teljesiilhet a kovetkez6 egyenlétlenségek mindegyike:

1 1 1 1
Xl(l_X2)>Z’ Xz(l—X3)>Z’ s Xzoos(l—xzoog)>za Xzoog(l—X1)>Z-

Megoldés. a)

X(1-X) s%, ebbd] x> —xs%, ahonnan 4x* —4x <1, azaz (2x+1)?>0.

b) Tegylk fel, hogy léteznek az allitasban szerepld olyan X, X,,Xs,..., X009 POZitiV

valés szamok, amelyekre egyidOben teljesiilnek a fenti egyenlStlenségek. Ekkor
Osszeszorozva az egyenlotlenségeket azt kapjuk, hogy

1
X (L—%) - Xp (1= Xp) - - Xap09 (L — Xa009) > 42009

Mivel x(1-Xx) s% minden x pozitiv valds szam esetén, igy

1
X (1—%) - X (1= Xp) .- Xp009 (1 — Xa009) < 42009

adodik, ami ellentmondast eredményez, tehat a b) allitas igaz.
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11. évfolyam

1. A godényhazi sorivo versenyen harman Keriiltek a dontébe: a
tiizoltoparancsnok, a kantor és a harangozo. A Kkijelolt ido alatt a
tiizoltoparancsnok és a kantor egyltt kétszer annyi sort ivott meg, mint a
harangozo6. A tiizoltoparancsnok és a harangozo egyiittes teljesitménye viszont
haromszor annyi, mint a kéntoré. Ki nyerte a versenyt?

I.Megoldés. Jeldljuk a tiizoltoparancsnok, a kantor és a harangozo altal elfogyasztott
sérmennyiséget rendre t-vel, k -val és h-val. Ekkor

t+k=2hést+h=3k.
A két egyenletet kivonva adddik, hogy k-h=2h-3k, azaz 4k —3h, ahonnan
belathatd, hogy h> k.
Megallapithatjuk tehat, hogy a kantor nem nyerhetett, ezért most mar elegendd a
tlzoltoparancsnok és a harangozo teljesitményét Osszehasonlitani. Ehhez a fenti
egyenletrendszert gy alakitjuk, hogy k essen ki bel6le (3-mal szorozzuk az elsét és
hozzéadjuk a masodikhoz), azaz 4t + 3k + h =6h +3k , ahonnan 4t =5h, vagyis t > h.
Tehét a tlizoltoparancsnok nyert.

I1.Megoldas. A tilizoltoparancsnok olyan vodrot keszittetett, amelynek térfogata
pontosan az & 4ltala elfogyasztott sor mennyiségével egyezett meg. Igy az &
teljesitménye 1 vodor volt. Jeléljuk tovdbbra is a kantor és a harangozé altal
elfogyasztott sormennyiséget rendre k -val és h-val. Ekkor a verseny jegyz6konyve
alapjan tapasztaltakat mar felirhatjuk kétismeretlenes egyenletrendszerrel:
1+k=2h és1+h=3k.

Az els6 egyenletb6l k=2h-1, ezt a masodik egyenletbe helyettesitve
1+h=3(2h-1) adddik. Ebbl

h:ﬁ és k:2h—1=2-ﬁ—1=§.
5 5 5

Mivel k és h kisebb 1-nél, ezért a tiizoltoparancsnok nyert.

111.Megoldas.

A tizoltéparancsnok €és a kantor egyitt kétszer annyi sort ivott meg, mint a
harangozo.

Eszerint a harangozo teljesitménye atlagos.

Vagy van nala jobb és gyengébb, vagy mindharom egyforma.

A tiizoltoparancsnok és a harangozo egyiittes teljesitménye haromszor annyi, mint a
kantoré.

Eszerint viszont, ha a kantor helyére a harangozo6 keriil a kétfés csapatba, akkor a
kétfos csapat teljesitménye javul a kimaradt egy fohoz képest, tehat a harangozo
teljesitménye nagyobb a kantorénal.

A fentiekbdl belathatd, hogy a sorrend: tlizoltoparancsnok, kantor,harangozé.
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2. Felirtuk egy tablara 1-t61 2009-ig a szamokat, majd valamelyik két
szomszédost letoroltik, és helyettik felirtuk a kuldnbségiket (a nagyobbdl
kivonva a kisebbet). Ezt az eljarast addig ismételgettiik, mig végll csak egy szam
maradt a tablan.

a) Mutassuk meg, hogy utolsé szamként nem johet ki az 1000.

b) Adjunk egy eljarast, amely utolsé szamként az 1001-et eredményezi!

Megoldas: a) Ha a szamsorozatb6l Kkihuzok két szamot és helylikbe irom a
kilénbséguket (a nagyobbdl kivonva a kisebbet), akkor a és b szam esetén (a<b) a
szamsorozat tagjainak az dsszege
—-a-b+(b-a)=-2a
szerint valtozik, vagyis a Kisebb szam kétszeresével csokken. Ezek szerint az 6sszeg
paritdsa nem valtozik. A természetes szdmokat 6sszegezve 2009-ig paratlan szamot
kapunk, mert négy szomszédos szam (két paratlan és két paros szdm) 6sszege mindig
paros. 2008-ig a szamok felbonthatok ilyen szomszédos szamok alkotta
szamnégyesekre, tehat 6sszeguk is paros. Ehhez hozzaadva a 2009-et paratlan szamot
kapunk.
A fentiek alapjan 1000-et nem kaphatunk végeredményként, mivel paros szam, a
kiindulasul vett szamsorozat tagjainak 6sszege pedig paratlan.
b) Az el6z6 rész fejtegetése alapjan nem lehetetlen, hogy talaljunk egy ilyen eljarast.
Figyeljuk ismét a szomszédos szamokbdl képzett szamnégyeseket. A zardjelbe tett
szamokat cseréljik ki a kulonbsegukre:
a,a+la+2,a+3
(a,a+1), (a+2,a+3)
1 1
@ 1
0
vagyis szomszédos szamokbodl all6 szamnégyesek nullara cserélhetok. Kdénnyen
belathato, hogy tetszdleges szdml 0 sorozatos cserékkel egyetlen O-ra cserélhetd.
Ezek alapjan:

1,2,3,4, 56,7,8, ..., 997,998,999,1000, 1001,
1002,1003,1004,1005, ..., 2006,2007,2008,2009
(1,2,3,4), ..., (997,998,999,1000), 1001, (1002,1003,1004,1005), ..., (2006, 2007, 2008, 2009)
0, ..., 0, 1001, 0 ..., 0
0, 1001, 0
1001, 0
(1001, 0)
1001

Mas megfeleld eljaras is 1étezik.

3. Legyen az ABCD trapéz érinténégyszog, amelynek az alapon fekvo szogei o

és f. lgazold, hogy ﬂ:ctg%-ctgg.

|CD|

Megoldéas. Legyen S az ABCD trapéz beirt kdrének kozéppontja, és jeldlje a beirt
kor érintési pontjait az AB és CD oldalakkal rendre M és M, . Ekkor
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AM = MS-ctg% és BM = MS-ctgg, MS =r a beirt kdr sugara, ezért

AB =AM +MB:MS-(ctgg+ctgﬁ):r-(ctgg+ctgﬁj.
2 2 2 2
Mivel SDM,/ =% —% s scM /=%~ L ezent
2 2 2 2

DM, = M,S -tg% és CM, =M.S -tgg,
ebbdl kovetkezik, hogy
CD=CM, +DM, =M,S -(tg%ﬂgg]: r-(tg%ngg],
vagyis
AB_ctg‘;‘+ctg§ 0 B

= ctg—-ctg—.
CD tgg+tgﬁ 2 2
2 2

4. Bizonyitsd be, hogy az

, n+1  n?+1

n 2n
egyenlet gyokei val6sak €s irracionalis szamok minden n természetes szamral

Megoldas. A egyenlet gydkei valosak, ha a determinans D >0 és haa D nem teljes
negyzetszdm, akkor azok irracionalisak. lgazoljuk, hogy nincs olyan k egész szam,

2 2 2 4 3 2
amelyre teljesil: D:(n +1] +4{n +1]:kz, azaz N +2n +22n +2n+1:k2.

n 2n n

Elégséges tehat igazolni, hogy a=n*+2n®+2n® + 2n+1 nem négyzetszam.
Mivel (n*+n)?=n*+2n+n’<a é (n+n+1)?=n*+2n*+3n*+2n+1>a, a
vizsgalt 0sszeg két négyzetszam kozott van, igy az nem négyzetszam.
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12. évfolyam

1. Egy bank pancélszekrényén tobb kiilonbozo zar van. Kulcsaikat ugy osztottak
szét a bank négy pénztarosa kozott, hogy a pancélszekrény kinyitasahoz legaldbb
harmuknak jelen Kkell lenni, de mind a négynek nem, hogy a naluk levo
kulcsokkal ki lehessen nyitni az 6sszes zarat. (Egy zarhoz tébbuknél is lehet
kulcs, és egy embernél tobbféle kulcs is lehet.) Legkevesebb hany zar van a
pancélszekrenyen?

Megoldas. Megmutatjuk, hogy legaldabb 6 zéar van a péancélszekrényen. Mivel két
pénztaros jelenléte kevés a nyitashoz, ezért barmelyik két pénztaros egyuttes
kulcskészletébdl legalabb egy zar kulcsa hidnyzik. Barmelyik pénztaros parosnak
mas-mas kulcsa hidnyzik a szekrény kinyitasahoz, mivel ha volna két paros, akikkel
ugyanannak a kulcsnak a hianya miatt nem lehet a pancélszekrényt kinyitni, akkor a
parosokbol val6 hadrom pénztaros nem tudnd kinyitni, holott a feltétel szerint ennyi
pénztaros erre mindig képes. A négy pénztarosbol hatféleképpen valaszthato ki kettd,
tehat a fentiek miatt legalabb ennyi zér van.

Ha a pénztarosokat A, B, C és D jel6li, a zarakat, illetve a hozzajuk tartoz6é kulcsokat
az 1, 2, 3, 4, 5 és 6, akkor az alabbi tablazat mutatja, hogy 6 zarra teljestlhet
valamennyi feltétel (a + jelenti a pénztarosnal levo kulcsot):

1 |2 |3 |4 |5 |6
A [+ |+ |+
B |+ + |+
C + + +
D + + |+

sin® x+cos®x _ sin® x—cos* x
1++2sinx  1++/2sinx

2. Hatarozd meg a egyenlet valds megoldasait!

Megoldas. Szorozzuk meg az egyenletet 1++/2sinx-el, ekkor 1+~/2sinx=0,

ahonnan sin x # —72, vagyis X ¢57ﬂ+2kﬂ és X # 7777:+2k77,' . Ekkor az egyenlet igy

alakul:

sin® x+cos® x =sin* x—cos” x
(sin x+cos x)(sin? x —sin xcos x +cos? x) = (sin? x —cos? x)(sin? x + cos? x)
(sin x+cosx)(1—sin xcos x) = (sin x—cos x)(sin x + cos x)-1
(sin x+cos x)(1—sin xcos x)—(sin x —cos x)(sin x+cosx) =0
(sin x+cos x)(1—sin xcosx —sin X +cos x) =0
(sinx+cosx)=0 v (1-sinxcosx—sinx+cosx)=0
(1-sinx)(1+cosx)=0
1-sinx=0 v 1+cosx=0
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X1=T+2kﬂ' sinx=1  cosx=-1
X2=7—ﬂ+2kﬂ,’ X, =24 2kn X, =7+ 2Kn
4 2

Mivel x2:7”+2kﬂ érteket kizartuk, igy az adott trigonometrikus egyenlet

megoldasaaz M = %+ 2k, 37”+ 2k, 7+ 2k halmaz.

3. Az y=(x-1)"+2 parabola P, és P, pontjabol az A(1,2) és B(L6) pontok
altal meghatarozott szakasz derékszogben latszik. Mekkora az ARBP, négyszig
tertlete?

Megoldas. Mivel a P, és P, pontokbdl az AB szakasz derékszogben latszik, ezért P,
és P, illeszkedik az AB szakasz Thalesz-korére, amelynek kozéppontja a C(1,4)
pont, sugara 2, az egyenlete tehat (x —1)° +(y—4)2 =4 . Mivel P, és P, illeszkedik a
parabolara is, gy y=(x-1°+2-tst a kér egyenletébe helyettesitve

2
(x-0*+[(x-=1*+2-4] =4. Ennek az egyenletnek a  megoldasai
x, =1 X,=1-+/3, x,=1++/3. x =1 az A, B pontokat adjik, a masik kettdbél
y=5.

igy az AP,BP, négyszog deltoid, teriilete t = % =43,

ra
o
ra
3]
s
o
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4. Hatarozd meg azt a pozitiv x szamot, melyre az

6
1
(x+1] —(x6+6]—2
X X
f(x)=
(o3 o 3)
X+— | +| X+
X X
fiiggvény a leheto legkisebb értékét veszi fel! Hatarozd is meg ezt a legkisebb
ertéket!

Megoldas. Vezessik be az x +l =t helyettesitést. Ekkor
X

e
:(x+%]{(x+%] —3} =t(t*-3)

2
1 1 2
Xt +— X+ | =t*-(t*-3
Lo d) cegey

+
N
I

ezert
(=" - -3f et -0’
etlt?-3) 2 -3
mivel t>2, ezért f(x)>6, tehat f legkisebb értéke 6, ha x =1.
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A VIII. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

Eléado: dr. Klukovits Lajos
Eldadas cime: Egy miivészetbdl sziiletett tudomdany, a projektiv geometria

Késziilodés a versenyre.
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VIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2010. december 4.

8. évfolyam

1. A nyaron egy kis faluban volt az osztaly kirandulni. Az egyetlen bolt
arukészlete minden reggel ugyanaz volt. Mi voltunk az elsé vasarlok és a kiflik
felét, a zsemlék negyedét, a tej egy 6todét elvittlik, és ezért 1800 dinart fizettlink.
Masnap az el6z6 napival azonos arukészletbél a Kkifliknek és a zsemléknek is a
harmadat, a tejnek negyedét vittik el és most 1500 dinart fizettiink. Harmadnap
megint masként rendeltek az osztalytarsak, és most a kiflik hatodat, a zsemlék o6t
tizenketted részét, a tejnek harom tized részét vittik el. Mennyit fizettink a
harmadik napon?

2. Egy dobozban 23 piros, 15 kek, 20 fehér és valahany z6ld sapka van. Ezek csak
a szinukben kulénbdznek. A dobozbdl csukott szemmel talalomra vehetlink Ki
sapkékat. Adott az alabbi hdrom igaz allitas:

(1) Ha kiveszlink 63 sapkat, biztosan van koztik fehér.

(2) Legalébb 59 sapkat kell kivenniink ahhoz, hogy biztosan legyen koztiik zold.
(3) Legfeljebb 53 sapkat vehettink ki tgy, hogy ne legyen koztlk piros.

El lehet-e donteni a fenti allitasokb6l, hogy pontosan hany zdld sapka van a
dobozban? Indokold!

3. Add meg az x?y + x* =180 egyenlet pozitiv egész megoldasait!

4. Az ABC haromszogben a = +90°. Tukrézzik a haromszdget a C csucsbdl

indulé magassagvonalra. Igy kapjuk az A’'B'C’ haromszoget. Bizonyitsd be, hogy
a BCA' haromszog derékszogii!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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VIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2010. december 4.

9. évfolyam

1. Egy matematika teszt megirasaban egy kozépiskola 100 tanuléja vett részt, és
az atlagpontszamuk 100 pont volt. Az als6évesek szama 50%-kal tobb, mint a
felsoéveseké, a fels6évesek atlaga pedig 50%-kal tobb, mint az als6éveseké.
Mennyi a fels6évesek atlagpontszama?

2. Melyik az a legnagyobb természetes szam, amely kisebb a szamjegyei
négyzetdsszegénél?

3. Az ABC egyenlészari haromszogben (| AC |=|BC|) a B csiicsnal 1évé belso

szog szogfelezdje a szemkozti oldalt egy P pontban metszi. Bizonyitsd be, hogy
|BP|< 2| AP].

4. Egy dobozban 23 piros, 15 kék, 20 fehér és valahany zéld sapka van. Ezek csak
a szinukben kulénbdéznek. A dobozbdl csukott szemmel talalomra vehetlink Ki
sapkakat. A kovetkezo négy allitasbol pontosan harom igaz.

(1) Ha kiveszlink 63 sapkat, biztosan van koztiik fehér.

(2) Legalébb 59 sapkat kell kivenniink ahhoz, hogy biztosan legyen koztiik zold.
(3) Ha kiveszlink 46 sapkat, lehet, hogy nincs koztik sem piros, sem kék.

(4) Legfeljebb 53 sapkat vehettink ki tgy, hogy ne legyen koztik piros.

Héany zbld sapka van a dobozban?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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VIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2010. december 4.

10. évfolyam

1. Ha a és b val6s szamok és ab €[-11], akkor igazold, hogy
(a+b+2)?>4(a+b)(@b+1).

2. Egy szocske ugral a kor Kkeriiletén az 6ramutato6 jarasaval megegyezo iranyba.
Az els6 ugrasnak egy 1°-0s k6zépponti szog felel meg, a masodik ugrasnak egy
2°-0s kozépponti szog felel meg, és altaldban a k -adik ugrasanak egy k°-os
kozépponti szog felel meg. Hanyadik ugrasaval Keriil eloszor olyan pontra, ahol
mar jart?

3. Az ABC haromszdg oldalain adottak az M € BC, N € AC és P e AB pontok
agy, hogy AM, BN és CP egyenesek egy pontban Q-ban metszik egymast.

Hatarozd meg a haromszég A és B szogeinek mértékét, ha BAM £ =20°,
ABN £ =30°, BCP£=20° és ACP£=30°.

4. Egy dobozban 23 piros, 15 kék, 20 fehér és valahany zéld sapka van. Ezek csak
a szinukben kulénbdéznek. A dobozbodl csukott szemmel talalomra vehetlink Ki
sapkakat. A kovetkezo négy allitasbol pontosan harom igaz.

(1) Ha kiveszlink 63 sapkat, biztosan van koztiik fehér.

(2) Legaléabb 59 sapkat kell kivenniink ahhoz, hogy biztosan legyen koztiik zold.
(3) Ha kiveszlink 46 sapkat, lehet, hogy nincs koztik sem piros, sem kék.

(4) Legfeljebb 53 sapkat vehettink ki tgy, hogy ne legyen koztlk piros.

Héany zbld sapka van a dobozban?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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VIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2010. december 4.

11. évfolyam

1. Egy szocske ugral a kor keriiletén az 6ramutato jarasaval megegyezo iranyba.
Az els6 ugrasnak egy 1°-0s k6zépponti szog felel meg, a masodik ugrasnak egy
2°-0s kozépponti szog felel meg, és altaldban a k -adik ugrasanak egy k°-os
kozépponti szog felel meg. Hanyadik ugrasaval Keriil eloszor olyan pontra, ahol
mar jart?

2. lgazold, hogy nem léteznek olyan m és n pozitiv egész szamok, amelyekre
m? +4n és n’ +4m is négyzetszam!

3. Bizonyitsd be, hogy:

1 L 9 COSX +4cosBer8c057x_165|n15x

COSX  COS2X  cOS4Xx  cos8X  sinléx

4. Melyik a nagyobb, log,,,, 2010 vagy log,,,, 2011?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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VIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2010. december 4.

12. évfolyam

1. Oldd meg az adott egyenletrendszert:
x°+y® =65,
x*—x?y? +y*=13.

2. Melyik a nagyobb, log,,,, 2010 vagy log,,,, 2011?

3. AB atmérdji félkorbe beirtunk egy ABCD konvex négyszoget (C és D egy
felkoron vannak). Legyen P a CD oldal egy tetszéleges pontja, valamint Q a P

merdleges vetiilete az AB -re. lgazold, hogy:
|QA|-|QB|-|PC|-|PDIH{ PQ[".

4. Az a,a,,a,,... pozitiv szamok szamtani (aritmetikai) sorozatot alkotnak.
Igazold, hogy:

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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A VIII. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

8. évfolyam

1. A nyaron egy kis faluban volt az osztaly kirandulni. Az egyetlen bolt
arukészlete minden reggel ugyanaz volt. Mi voltunk az elsé vasarlok és a kiflik
felét, a zsemlék negyedét, a tej egy 6todét elvittlk, és ezért 1800 dinart fizettlink.
Masnap az el6z6 napival azonos arukészletbél a kifliknek és a zsemléknek is a
harmadat, a tejnek negyedét vittik el és most 1500 dinart fizettink. Harmadnap
megint masként rendeltek az osztalytarsak, és most a kiflik hatodat, a zsemlék o6t
tizenketted részét, a tejnek harom tized részét vittik el. Mennyit fizettink a
harmadik napon?

(A megoldéasban jeloljuk a kiflik, a zsemlék és a tej teljes napi arukészletének
arat k, z és t betiikkel.)

Megoldéas. Ha a kiflik, a zsemlék és a tej teljes napi arukészletének arat k, z és t
betlikkel jeloljiik, akkor

KyZ ' 9008 X+ 241 660,
2 3 4 3 4 5
) .k oz t
Arra vagyunk kivancsiak, hogy mennyi — +— +— értéke.
gyl gy y 6 12 20

Az els6 két feltételb6]l nem tudjuk meghatarozni k, z és t értékét.
Mégis milyen dsszefliggés lehet a harom tortkifejezés kdzott?
Némi prébalgatés utan rajohetlink, hogy ha az elsé egyenletbdl kivonjuk az masodik
egyenletet, akkor megkapjuk a keresett értéket. Valéban,
k k k z z z t t t

2736 3 4 12 4 5 20
Eszerint a harmadik napon 900-660 = 240 dinart fizettlink.

2. Egy dobozban 23 piros, 15 kék, 20 fehér és valahany z6ld sapka van. Ezek csak
a szinukben kulénbdznek. A dobozbol csukott szemmel talalomra vehetlink Ki
sapkékat. Adott az alabbi hdrom igaz allitas:

(1) Ha Kkiveszlink 63 sapkat, biztosan van koztiik fehér.

(2) Legalébb 59 sapkat kell kivenniink ahhoz, hogy biztosan legyen koztuk zold.
(3) Legfeljebb 53 sapkat vehettink ki tgy, hogy ne legyen koztlk piros.

El lehet-e donteni a fenti allitasokb6l, hogy pontosan hany z6ld sapka van a
dobozban? Indokold!

Megoldas. Vizsgaljuk meg sorban, melyik allitasb6l milyen kovetkeztetést vonhatunk
le a zold sapkak szamarol.

(1) Legfeljebb 62 nem fehér sapka van, igy zoldbl 62 — 23 —15= 24-nél nem lehet
tobb. (Az allitasbol nem kovetkezik, hogy pontosan 24 z4ld van, hiszen lehet, hogy
mar 60 kih(zott sapka kdzott is van zold.)

(2) Osszesen 23+15+ 20 =58 nem z6ld sapkank van, igy ez az allitas mindig igaz.
(3) A nem piros sapkék szama 53, azaz 53 —15 — 20 =18 z6ld sapka van a dobozban.
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3. Add meg az x?y + x* =180 egyenlet pozitiv egész megoldasait!

I.Megoldas. Hasznaljuk fel az x*y +x? = x*(y +1) azonossagot. Mivel y+1 egész,

ezért x* a 180 osztdja. Ki kell keresni a 180 osztoi kozill a négyzetszamokat. A
180 =22 .3% .5 primtényezds felbontasabol a megfeleld osztok az 1, 22 =4, 3% =9,
22.3% =36. A megoldast ad6 (x,y) parok tehat: (1179), (2,44), (319), (6,4).

I1.Megoldas: x? és x?y is pozitiv egész, igy kisebb 180-nal. x> nem nagyobb x?y -

nal, igy legfeljebb % =90. Soroljuk fel a 90-nél nem nagyobb négyzetszamokat, és

2

szamoljuk ki mindegyik esetben 180;)( értékét. Ha egészet kapunk hanyadosként,
X
akkor megoldast talaltunk. Ha a hanyados nem egész, akkor az x érték nem ad
megoldast.

X 1 2 3 4 5 6 7 8
N 1 4 9 16 25 36 49 64
180—x2 | 179 44 19 41 31 4 131 29
% 4 5 49 2

A megoldasok: x=1, y=179, x=2, y=44, x=3, y=19 és x=6, y=4.

4. Az ABC haromszogben a = +90°. Tukrézzik a haromszdget a C csucsbdl

indulé magassagvonalra. Igy kapjuk az A’'B'C’ haromszoget. Bizonyitsd be, hogy
a BCA' haromszog derékszogii!

Megoldas. Az « >90°, vagyis tompaszog a feltétel szerint. Ezért a C csucshol
indul6 magassag T talppontjaaz AB szakaszon Kivil van.

A CT egyenesre valo tilkrozés miatt o = CA'B'/, ez az A'BCA kiils6 szoge is, ezért

a=BCAZ+p,
amiaz a =90°+ B feltétellel egybevetve a
BCA' £ =90°
azonossagot adja.
C
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I1.Megoldas: Az allitas igazolasara elég megmutatnunk, hogy A'C || m,.

C

B’ A T A B

Az m, az AB félegyenessel 90°—f szOget zar be, mig a CA' ugyanezzel a

félegyenessel
180°—a =180°— (B +90°) =90°- 8
szOget. A két egyenes A'C és m, valoban parhuzamosak, és ezt kellett igazolni.

111.Megoldas:
C

B oL
A T A B

Emeljink a C pontban a BC -re merdlegest. Ez a meréleges messe az AB egyenest
az A" pontban. A" kiilénbozik az A ponttél, mivel BCAZ < 90° . Ha belétjuk, hogy
CA'AZ=CAA'Z,
akkor belattuk, hogy az A-nak a CT -re vonatkozd tikorképe az A", és ezzel
bebizonyitottuk a feladatbeli allitast. Az A"CBA derékszdg, tehat
CAA £ =90°- 5.

A feltételek miatt
CAA"Z =180°— ¢ =180°—(90°+ ) =90°— f3,
és éppen ezeket kellett belatnunk.
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9. évfolyam

1. Egy matematika teszt megirasaban egy kozépiskola 100 tanuldja vett részt, és
az atlagpontszamuk 100 pont volt. Az als6évesek szama 50%-kal tobb, mint a
felsoéveseké, a fels6évesek atlaga pedig 50%-kal tobb, mint az als6éveseké.
Mennyi a fels6évesek atlagpontszama?

Megoldas. Ha a fels6éves tanulok létszamat 2t -vel jeldljiuk, akkor az als6évesek
szama 3t. Mivel a ketté 0sszege, az 5t eppen 100, ezért t =20, amibdl kovetkezik,
hogy 60 alsoéves ¢€s 40 felsdéves vett részt a tesztelésen.

Az als6évesek atlagpontszamat jeldljuk 2a-val. Ekkor a felséévesek atlagpontszama
(60-2a+40-3a) 240a

=2,4a. Mivel ez a
100 100

3a. Az egész iskola atlagpontszama:

. 1 12
szam 100-zal egyenld, igy a :ﬂ 275. A felsdévesek pontszamanak atlaga ennek

2,4
a haromszorosa, azaz 125.

2. Melyik az a legnagyobb termeészetes szam, amely kisebb a szamjegyei
négyzetdsszegénél?

Megoldas. A keresett szamot jeldlje N =a a, ,...a,a, . EKkor

a,-10"+a, 10" +..+a,-10+a, <a’ +a’, +..+a’ +a’.
Atrendezés utan kapjuk az
*) a, (10" -a, )+a, (10" ~a,  )+..+a,(10-a )+a,(1-a,)<0
egyenl6tlenséget, amelynek csak az utolso tagja lehet negativ. Az utols6 tag minimalis
értéke 9-(1-9)=-72. Ha k=2 és a =0, akkor a (10" —a,)>1-(10* —9)>90.
Ebben az esetben a (*) egyenldtlenség baloldala nem lehet negativ, igy az a, =0,

vagyis a szam legfeljebb kétjegyii. A kétjegyii szamok koziil a 99-re teljesul a feladat
feltétele, igy ez a keresett szam.

3. Az ABC egyenlészari haromszogben (| AC |=|BC|) a B csiicsnal 1évé belso

szog szogfelezdje a szemkozti oldalt egy P pontban metszi. Bizonyitsd be, hogy
|BP|< 2| AP].

C Megoldas. Az R pont illeszkedjen a BC oldalra agy,
hogy a PR szakasz parhuzamos legyen az alappal. Ekkor
az ABRP négyszog egyenlOszari trapéz, mert van
parhuzamos oldalparja, és az alapon fekvd szogei
egyenlok. Tovabba

B R ABP~Z = BPRZ, mert valtdszogek,
ABPZ =RBPZ, mert PB szogfelezd, tehat
BPRZ =RBPZ/.
|PRI=/RB|, mert a BPR héaromszdg azonos
A B nagysagu szogeivel szemben fekszenek.
A haromszig-egyenl6tlenségbdl  kiindulva a fenti
megfigyeléseink alapjan | BP |[<| PR|+|RB|=2|RB|=2| AP|.
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4. Egy dobozban 23 piros, 15 kék, 20 fehér és valahany zéld sapka van. Ezek csak
a szinukben kulénbdznek. A dobozbodl csukott szemmel talalomra vehetlink Ki
sapkakat. A kovetkezo négy allitasbol pontosan harom igaz.

(1) Ha Kkiveszlink 63 sapkat, biztosan van koztiik fehér.

(2) Legalébb 59 sapkat kell kivenniink ahhoz, hogy biztosan legyen koztuk zold.
(3) Ha kiveszlink 46 sapkat, lehet, hogy nincs koztik sem piros, sem kék.

(4) Legfeljebb 53 sapkat vehettink ki tgy, hogy ne legyen koztlk piros.

Héany z6ld sapka van a dobozban?

Megoldas. Vizsgaljuk meg sorban, melyik allitasbol milyen kovetkeztetést vonhatunk
le a z6ld sapkak szamarol.

(1) Legfeljebb 62 nem fehér sapka van, igy zoldbl 62 — 23 —15= 24-nél nem lehet
tobb. (Az allitasbol nem kovetkezik, hogy pontosan 24 z4ld van, hiszen lehet, hogy
mar 60 kihdzott sapka kdzott is van zold.)

(2) Osszesen 23+15+ 20 =58 nem z6ld sapkank van, igy ez az allitas mindig igaz.
(3) A fehér és a zold sapkdk szdma legalabb 46, tehat zoldbol legalabb 26 van.

(4) A nem piros sapkék szama 53, azaz 53 —15 - 20 =18 z6ld sapka van a dobozban.
Az (1) és a (3) egyméasnak ellentmondo allitasok, tehat kozulik az egyik hamis.
Emiatt a (4) igaz kell legyen, ezt Gsszevetve az el6zd feltételekkel azt kapjuk, hogy a
(3) a hamis allitas, és 18 z6ld sapka van a dobozban.
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10. évfolyam

1. Ha a és b valos szamok és ab €[-11], akkor igazold, hogy
(a+b+2)?>4(a+b)@b+1).

Megoldéas. Az egyenl6tlenség ekvivalens az

(a+b)® +4(a+b)+4>4(a+b)ab+4(a+b)
egyenldtlenséggel. Mivel ebbdl

(a+b)’> —4(a+b)ab+4>0,

majd hozzaadva és kivonva 4a®b?®-et adédik, hogy

(a+b)* —4(a+b)ab +4a%h? + 4(1-a%h?)>0.
Ebbdl adodik, hogy

(a+b-2ab)’ +4(1-a’h®) >0,

mert mindkét tag nemnegativ.

2. Egy szocske ugral a kor Kkeriiletén az 6ramutaté jarasaval megegyezo iranyba.
Az els6 ugrasnak egy 1°-0s k6zépponti szog felel meg, a masodik ugrasnak egy
2°-0s kozépponti szog felel meg, és altaldban a k -adik ugrasanak egy k°-os
kozépponti szog felel meg. Hanyadik ugrasaval keriil el6szor olyan pontra, ahol
mar jart?

Megoldas. A k-adik ugras utdn a szocske helyzetét jellemzé kozépponti szog
mertéke

1+2+3+...+k = k(k2+1),

igy ha m>k, a k-adik és m-edik Iépés utdn pontosan akkor keril a szdcske
ugyanabba a pontba ha
mm+1) k(k+1) _ 360
2 2

ahol ne N . Innen
m?—k?+m—-k=720n,
illetve
(m-k)(m+k+1)=720n=2*-3%-5.n .
Mivel az m—k és m+k+1 paritdsa nem azonos, az el6bbi egyenlet csak akkor
teljestlhet, ha
16/(m—k) vagy 16/(m+k+1).

Mivel m >k, és a legkisebb megoldast keressuk igy feltételezziik hogy n=1, ezért az
alabbi egyenletrendszereket vizsgaljuk:

m—-k =15 m—-k =16

m+k+1=48 és m+k+1=45
Az elsé esetben m=30 és k=14, mig a masodikban m=31 és k =16. Lathato,
hogy m=230 a kisebb megoldas, tehat a szocske 30 ugrés utan keriil elészor olyan
pontba, ahol mar korabban is jart.
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3. Az ABC haromszdg oldalain adottak az M € BC, N € AC és P e AB pontok
agy, hogy AM, BN és CP egyenesek egy pontban Q-ban metszik egymast.

Hatarozd meg a haromszog A és B szogeinek mértékét, ha BAM £ =20°,
ABN £ =30°, BCP£=20° és ACP£=30°.

Megoldas. PBNZ =PCN., ezért a PBCN huarnégyszog, amibdl kovetkezik, hogy
PNBZ =PCB~Z =20°. Ennek alapjan PNQZ = PAQZ, ezért a PANQ hdrnégyszog.
APQZ+ ANQ« =180°, ugyanakkor APQZ=ANQ.Z, mert az ABN és APC

haromszdgek hasonloak. Tehat a BN, CP és AM a haromszdg magassagvonalai.
Ebbé] adodik, hogy MACZ =90°— ACM £ = 40°, tovabba hogy BAC./ =60° és az
ABC £ =180°—(50° +60°) = 70°.

4. Egy dobozban 23 piros, 15 kék, 20 fehér és valahany zéld sapka van. Ezek csak
a szintkben kulénbdznek. A dobozbol csukott szemmel talalomra vehetlink Ki
sapkakat. A kovetkezo négy allitasbol pontosan harom igaz.

(1) Ha Kkiveszlink 63 sapkat, biztosan van koztik fehér.

(2) Legalébb 59 sapkat kell kivenniink ahhoz, hogy biztosan legyen koztiik zold.
(3) Ha kiveszlink 46 sapkat, lehet, hogy nincs koztik sem piros, sem kék.

(4) Legfeljebb 53 sapkat vehettink ki tgy, hogy ne legyen koztlik piros.

Héany z6ld sapka van a dobozban?

Megoldas. Vizsgaljuk meg sorban, melyik allitasbol milyen kovetkeztetést vonhatunk
le a z6ld sapkak szamarol.

(1) Legfeljebb 62 nem fehér sapka van, igy z6ldb6l 62 — 23 —15= 24-nél nem lehet
tobb. (Az allitasbol nem kovetkezik, hogy pontosan 24 z4ld van, hiszen lehet, hogy
mar 60 kih(zott sapka kdzott is van zold.)

(2) Osszesen 23+15+ 20 =58 nem z6ld sapkank van, igy ez az allitas mindig igaz.
(3) A fehér és a zold sapkdk szdma legalabb 46, tehat zoldbol legalabb 26 van.

(4) A nem piros sapkék szama 53, azaz 53 —15 - 20 =18 z6ld sapka van a dobozban.
Az (1) és a (3) egyméasnak ellentmondo allitasok, tehat kozulik az egyik hamis.
Emiatt a (4) igaz kell legyen, ezt Gsszevetve az el6zd feltételekkel azt kapjuk, hogy a
(3) a hamis allitas, és 18 z6ld sapka van a dobozban.
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11. évfolyam

1. Egy szOcske ugral a kor kerlletén az 6ramutato6 jarasaval megegyezé iranyba.
Az els6 ugrasnak egy 1°-0s k6zépponti szog felel meg, a masodik ugrasnak egy
2°-0s kozépponti szog felel meg, és altaldban a k -adik ugrasanak egy k°-os
kozépponti szog felel meg. Hanyadik ugrasaval Keriil eloszor olyan pontra, ahol
mar jart?

Megoldas. A k-adik ugras utdn a szocske helyzetét jellemzé kozépponti szog
mertéke

1+2+3+...+k = k(k2+1),

igy ha m>k, a k-adik és m-edik Iépés utdn pontosan akkor keril a szdcske
ugyanabba a pontba ha

mm+1) kk+1) _ 3600
2 2
ahol ne N . Innen
m?—k?+m—k=720n,
illetve
(m-k)(m+k+1)=720n=2*-3%-5.n .
Mivel az m—k és m+k+1 paritdsa nem azonos, az el6bbi egyenlet csak akkor
teljestlhet, ha
16/(m—k) vagy 16/(m+k+1).

Mivel m >k, és a legkisebb megoldast keressuk igy feltételezziik hogy n=1, ezért az
alabbi egyenletrendszereket vizsgaljuk:

m—-k =15 m—-k =16

m+k+1=48 és m+k+1=45
Az elsé esetben m=30 és k=14, mig a masodikban m=31 és k =16. Lathato,
hogy m=230 a kisebb megoldas, tehat a szocske 30 ugrés utan keriil elészor olyan
pontba, ahol mar korabban is jart.

2. lgazold, hogy nem léteznek olyan m és n pozitiv egész szamok, amelyekre
m? +4n és n®+4m is négyzetszam!

Megoldas. Feltételezziik, hogy léteznek ilyen m és n szamok, amelyekre m*+4n és
n’+4m is négyzetszamok. A két Kkifejezésben n és m ,szimmetrikusan”
helyezkednek el, ezért az altalanossagra vald kihatas nélkil feltételezhetjik, hogy
példaul m<n. Ekkor
n><n’+4m<n?+4n<n’+4n+4=(n+2)".
Ha
n’+4m<(n+2)°
és n?+4m négyzetszam, akkor csakis n?+4m=(n+1)" teljestilhet. Ebbél viszont

4m=2n+1 ami ellentmondas, mivel 4m paros 2n+1pedig paratlan szam. igy a
feltételezéslink helytelen, vagyis nem léteznek ilyen m és n szamok.

135



3. Bizonyitsd be, hogy:

1 L 9 COSX +4cos?>x+8c057x_16s,|n15x

COSX  COS2X  cOS4Xx  cos8X  sinléx

Megoldéas. Mivel

1 2sinx  2sinXx
COSX 2sinXxcosx sin2x’

igy
2sin x N 2cosx _ 2-2(sin xcos2x+cosxsin2x) _ 4sin3x

Sin2X COS2X 25in 2X oS 2xX sindx

4sin3x  4cos3x _ 2-4(sin3x+cos4x +Ccos3xsin4x) _ 8sin7x

sindx  cos4x 2sin 4xcos 4x sin8x

8sin7x  8cos7x _ 2-8(sin7xcos8x +cos7xsin8x) _ 16sin15x
sin8x  cos8x 25in8x cos8x sin16x

4. Melyik a nagyobb, log,,,, 2010 vagy log,,,, 2011?

Megoldas. Az a kerdes, hogy milyen relacio a p, ha log,,,, 2010 p log,,,, 2011?
Ha log,,,, 2010 p log,,,, 2011 relaciot kell meghatarozni, akkor valéjaban a

log2010  log2011

log2011 © Tog2012
relacid a kérdés. Mivel ezek a logaritmus értékek mind pozitivak, ezért az eldbbi
relacié ekvivalens a log2010-log2012 p log?2011 relacidval. A szamtani és a
mértani k6zepek kdzotti ismert G < A egyenl6tlenség alapjan

J10g2010-10g 2012 < log 2010 er log 2012

illetve ezek négyzeteire érvényes, hogy:

log 2010+ log 2012
2

2

) _(%-Iog(2010-2012)] =

log 2010-log 2012 < (

2

2 2
ZG-|og(2011—1)(20100+1)] =(%-Iog(20112—1)] (Iog\/20112—1) <
2
<(log+/2012% )" = log? 2011.

A keresett p relacio tehat a ,,kisebb” relacio, vagyis log,,,, 2010 < log,,,, 2011.
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12. évfolyam

1. Oldd meg az adott egyenletrendszert:
x° +y® =65,
x*—x?y? +y* =13.

Megoldas. Vezessiik be az x> =u, y?=v helyettesitést. Ekkor a masodik egyenlet
alakja u®—uv+v? =13, az elsd pedig u®+v® =65. A kibok Gsszegének felbontasa
utan:
(u+v)(u?—uv+v?)=65,
illetve
13(u+v)=65 = u+v=5 = v=5-u.
Ekkor az els6 egyenletbe helyettesitve
u?—u(5-u)+(5-u)’* =13,
rendezés utan pedig
3u?-15u+25=13,
ahonnan az
u*-5u+4=0
masodfokl egyenletet kapjuk. Ennek megoldasai
u=1=x"ésu,=4=x" illetve v,=4=y* és v, =1=y>.
Ezekbdl kapjuk az eredeti egyenletiink megoldasait:
M ={(12),(1-2).(-12),(-1-2),(22).(2,-1),(-2.1),(-2,-1)}.

2. Melyik a nagyobb, log,,,, 2010 vagy log,,,, 2011?

Megoldas. Az a kerdes, hogy milyen relacio a p, ha log,,,, 2010 p log,,,, 2011?
Ha log,,,, 2010 p log,,,, 2011 relaciot kell meghatarozni, akkor val¢jaban a

log2010  log2011

log2011 © Tog2012
relacid a kérdés. Mivel ezek a logaritmus értékek mind pozitivak, ezért az eldbbi
relacié ekvivalens a log2010-log2012 p log?2011 relacidval. A szamtani és a
mértani kozepek kdzotti ismert G < A egyenl6tlenség alapjan

J10g2010-10g 2012 < log 2010 er log 2012

illetve ezek négyzeteire érvényes, hogy:
log 2010+ log 2012
2

2

) :(%-Iog(2010-2012)] =

log 2010-log 2012 < (

2

2 2
ZG-|og(2011—1)(20100+1)] =(%-Iog(20112—1)] (logv/20112 1) <
2
<(log+/2012% )" = log? 2011.

A keresett p relacio tehat a ,,kisebb” relacio, vagyis log,,,, 2010 < log,,,, 2011.
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3. AB atmérdji félkorbe beirtunk egy ABCD konvex négyszoget (C és D egy
felkoron vannak). Legyen P a CD oldal egy tetszéleges pontja, valamint Q a P

merdleges vetiilete az AB -re. lgazold, hogy:
|QA|-|QB|~|PC|-|PDIH{ PQ[.

I.Megoldas. Alkalmazzuk Stewart képletét az ODC haromszdogre:

C

|[DOJ -|PC|+|OC[-|DP|=|OP[*-|DC|+|DP|-|PC|-|DC].

Mivel
|OD|<[OC =R,
ezért
R*.|PC|+R?*|DP|5OP[*-|DC|+|DP|-|PC|-|DC],
vagyis

R?’(|PC|+|DP|)=|OP}-|DC|+|DP|-|PC|-|DC].

Eloszthatjuk DC -vel:

R?=|OP[ +|DP|-|PC|.
Tehéat

R’~|OP [’ DP|-|PC].
Masrészt a pont hatvanya a korre

| AQ[-|QB|=R*~|0Q['=(R-|OQI)(R+|0Q]).
Tehéat
|QA|-|QB|~|PC|-|PDI=R*~|OQ[* -R*+|OP "5 OP[* - |OQ[*=| PQ .

I11.Megoldas:

A P pont hatvanya a korre
R’~|OP[’5 DP|-|PC|,
a Q pont hatvanya a korre
| AQ[-|QB|=R*~|0Q['=(R-|OQI)(R+|0Q]).
Tehat
|QA|-|QB|~|PC|-|PD|= R*~|OQ[* ~R*+|OP [’<| OP [* ~|OQ '=| PQ[* .
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4. Az a,a,a,,... pozitiv szamok szamtani (aritmetikai) sorozatot alkotnak.

Igazold, hogy:

1 1 1 2 1 1 1

+ oot = R T R D
qa, &a,, ad  ta,

Megoldéas. Mivel
1 __a+a, 1 fa+a, | 1 i+i
aa, aa(a+a,) a-+al| aa, | a+ala a, )

igy hasonléan

1 a,+a, ., 1 1 1
aZan—l B aZan—l(aZ + an—l) B a2 + an—l (a_Z +a]1

1 a+a,, 1 (1 1]
8,2, &2 ,(a;+a,,) a;+a,, ’

1 a+a 1 i+i
aa aa(a+a) a+ala a)
Mivel
a+a =2a+(n-l)d=a,+a, _,=a,+a, ,=..=a, +a,
igy a fenti egyenletek dsszeadasaval kapjuk a keresett azonossagot:
1 1 1 2 1 1 1
+ 4.+ = —+—+..+—.
aian aZan -1 anai ai + an ai a2 an
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A VIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
DIJAZOTTJAI

8. évfolyam

O©CoO~NOOUITE,WN P

. Szilagyi Krisztina, Jovanovi¢ Zmaj Altalanos Iskola, Ujvidék, 1. dij

. Kovacsics Florian, Petar Koci¢ Altalanos Iskola, Temerin, 1. dij

. Kanalas David, Fejés Klara Altalanos Iskola, Kikinda, 1. dij

. Kovacsics Viola, Petar Ko¢i¢ Altalanos Iskola, Temerin, 11. dij

. Vrabel Maté David, Jovan Popovi¢ Altalanos Iskola, Csoka, 111. dij

. Rozsnyik Szabolcs, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Alt. Iskola, Magyarkanizsa, dicséret
. Szakaly LaszI6, Stevan Sremac Altalanos Iskola — Emlékiskola, Zenta, dicséret
. Torteli Anna, Stevan Sremac Altalanos Iskola — Emlékiskola, Zenta, dicséret

. Olajos Annabella, Sonja Marinkovi¢ Altalanos Iskola, Nagybecskerek, dicséret

10. Szab6 Robert, Szervo Mihaly Altalanos Iskola, Muzslya, dicséret
11. Vajdovics Viktoria, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Alt. Iskola, Torokkanizsa, dicséret

9. évfolyam

. Bir6 Dominik, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

. Horti Krisztina, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
. Csipak Levente, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
. Tokity Rudolf, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, I1. dij

Matéffy Kristof, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij

. Nagy David, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij
. Major Kristof, Svetozar Markovié Gimnazium, Ujvidék, dicséret

. Nagy Abel Bence, Svetozar Markovié Gimnazium, Ujvidék, dicséret

. Francia Krisztina, Svetozar Markovié¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret

10. évfolyam

OO0~ WNEF

. Nagy Henrietta, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
. Pletikoszity Johanna, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, I. dij

. Bakos Evelin, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 11. dij

. Kiskéroly Timea, Dositej Obradovi¢ Gimnazium, Topolya, 111. dij

. Balzam Henrietta, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, I11. dij

. Borcsok Beatrix, Svetozar Markovi¢ Gimnéazium, Szabadka, dicséret

. Horvath Eniké, Bosa Mili¢evi¢ Kozgazdasagi Kdzépiskola, Szabadka, dicséret

. Ribar Miklés, Zentai Gimnazium, Zenta, dicséret

11. évfolyam

~NOoO Ok, WwN -

. Nagygyorgy Krist6f, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, 1. dij

. Kérmdczi Andor, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
. Simonyi Mété, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

. Pusin Igor, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, 111. dij

. Ripcd Akos, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, dicséret

. Hajnal Andor, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, dicséret
. Piri Annamaria, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnézium és Koll., Zenta, dicséret
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12. évfolyam

1. Kovacsics Tamas, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
2. Balind Arpad, Miiszaki Kozépiskola, Ada, 1. dij

3. Vrbaski Ivan, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
4. Vig Anna, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, dicséret

5. Berec Alexandra, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret

Dijkioszt6 Gnnepség.
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A IX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

Eléadé: dr. Makay Géza
Elbadas cime: Sudoku

Munkéaban a versenybizottsag.
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IX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2011. december 10.

7. évfolyam

1. Hanyféleképpen lehet kiolvasni Fekete Mihaly nevét az abrabdl, ha a bal fels6
sarokban 1évé F betiitél indulunk, és csak jobbra vagy lefelé haladhatunk?

F E K E
E K E T
K ETEMI HA

2. Az egyenlo szaru Pitagorasz-fanak elsé évben kiné a torzse, ami egy négyzet. A
masodik évben ennek a tetejére egy egyenlé szaru derékszogi haromszog no ugy,
hogy az atfogéja a négyzet fels6 oldala, valamint a |—| ’—|
haromszog két befogojabdl kiagazik az elso két ag, amelyek
szintén négyzetek. Ezutdn minden évben, minden (j
négyzetag atellenes oldalara egy egyenlé szaru derékszogi
hiaromszog nd, azokra pedig Ujabb négyzetdgak. Ha a fa
torzse az abran 8 méter széles, az 6todik év végén milyen
magas, illetve milyen széles lesz az egész fa?

3. Hany olyan otjegyii természetes szam létezik, amely oszthato 12-vel és
szamjegyeinek 0sszege 3?

4. Karcsinak 20 papagéja van, melyek kozott van feketesapkés, jakd, nimfa és
Sandor. 17 papagaj nem jako, 5 Sandor és 12 nem feketesapkas. Hany
nimfapapagaja van Karcsinak?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.
Jo munkat!

143



IX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2011. december 10.

8. évfolyam

11. A birésagon Andras, Béla és Csaba ugyanazokra a kérdésekre valaszoltak, s
mindegyikre igennel, vagy nemmel. Azokra a kérdésekre, amelyekre Béla és
Csaba igennel valaszolt, Andras is igent mondott. Azokra a kérdésekre,
amelyekre Andras igent mondott, azokra Béla is igennel valaszolt, s amelyekre
Béla igent mondott, azokra igent mondott Andras és Csaba kozil legalabb az
egyik. Bizonyitsd be, hogy Andras és Béla minden kérdésre ugyanazt a vélaszt
adtal

2. Egy 13 gyongybél allo gyongysor kozépsé szeme a legnagyobb és a
legértékesebb. Az egyik vége felé a szemek értéke szemrél-szemre 200 dinarral, a
masik vége felé pedig ugyanigy 300 dinarral csokken. Mennyit ér a kozépsé
szem, ha az egész gydngysor ara 17-szer annyi, mint a kozépso szemtdl szamitott
otodik szem ara a kevéshé értékes oldalon?

3. Van-e két olyan négyzetszam, amelyeknek a kilonbsége 2012? Melyek ezek?
Hany ilyen par van?

4. Az dbran egy egységnyi oldali négyzetet, egy ebbe irt kdrt, és négy, a négyzet
szomszédos oldalainak felezopontjat osszekoté szakasz folé irt félkort
szerkesztettiik meg. Mutasd meg, hogy az arnyékolt részek terlletének ésszege
egyenlé (a négyzeten beliili) iiresen hagyott részek tertletdsszegével!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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IX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2011. december 10.

9. évfolyam

1. Van-e két olyan négyzetszdm, amelyeknek a kulonbsége 2012? Melyek ezek?
Hany ilyen par van?

2. Jeloljuk P-vel az ABCD téglalap AB oldalanak A-hoz kozelebb esé
harmadol6 pontjat. Tudjuk, hogy a PD szakasz az AC atléval derékszoget zar
be. Hatarozd meg a téglalap oldalainak aranyat!

3. Egy roplabda bajnoksadgban o6t csapat vesz részt. Mindegyik csapat
megmérkézik mindegyik csapattal. Az elsé csapat X,-Szer nyert és vy, -szer

veszitett, a masodik csapat x,-szOr nyert és vy, -szOr veszitett,..., az 6todik csapat
X5-SzOr nyert és y,-szOr veszitett. (A réplabdaban nincs dontetlen.) Bizonyitsd

be, hogy X7 + X2 +..+ X, =y  +yS +...+ V.

4. Egy tiztagu tarsasagban mindenkinek van legalabb hét ismerése. (Az
ismeretségek kolcsondsek.) lgaz-e, hogy a tarsasagbdl barmely harom
személynek van kozos ismerdse?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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IX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2011. december 10.

10. évfolyam

1. Egy roplabda bajnoksagban 0t csapat vesz részt. Mindegyik csapat
megmérkézik mindegyik csapattal. Az elsé csapat X,-Szer nyert és vy, -szer

veszitett, a masodik csapat x,-szOr nyert és vy, -sz0r veszitett,..., az 6tddik csapat
X5-SzOr nyert és y,-szOr veszitett. (A réplabdaban nincs dontetlen.) Bizonyitsd

be, hogy X7 + X +..+ X, =y +yS +...+ V.

2. Mutasd meg, hogy a 2011%*2 4+ 2013?°*! $sszeg oszthat6 4-gyel!

3. Az | AB|=1 atméroji félkorbe olyan ABCD trapézt szerkesztettiink, amely
érintonégyszog is. Mekkora a trapéz két szara?

. 2011 i 2011
4. Szamitsd ki mennyi (#] +(#] |

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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IX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2011. december 10.

11. évfolyam

1. Az | AB|=1 atméréji félkorbe olyan ABCD trapézt szerkesztettiink, amely
érinténégyszog is. Mekkora a trapéz két szara?

2. Oldd meg a 3°** -(4-35‘”2X —9) =1 egyenletet!

. 2011 ; 2011
3. Szamitsd ki mennyi {#] +( # ] |

4. Egy henger alakia edény alapatmérdje 4 dm, mélysége 3 dm, szindltig telve
van vizzel. Ha megbillentjuk az edényt 30°-kal a vizszintes helyzethez
viszonyitva, mennyi viz marad benne?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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IX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2011. december 10.

12. évfolyam

1. Bizonyitsd be, hogy a derékszogii haromszog beirt korének atmérdje mértani
kozepe az atfogd és az egyik befogd kilonbségének, valamint az atfogo és a masik
befogd kiilonbsége kétszeresének!

2. 0ldd meg a tg x-(4-30°szx _Q.3m —1) =0 egyenletet!

- . . 1 1
3. Létezik-e olyan {a,} mértani sorozat, amelyben g(a1 +a,+a,)= E(a2 +a,)?
Indokold meg véalaszt!

4. A szabélyos négyoldall gula oldaléleinek hossza 1, négyzet alaku alapjanak éle
pedig x. Hatarozd meg a gula V(x) térfogatat az x fliggvényében, majd

szamitsd ki a W (x) =18-V (x)? fiiggvény lehetd legnagyobb értékét!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!

148



A IX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

7. évfolyam

1. Hanyféleképpen lehet kiolvasni Fekete Mihaly nevét az abrabdl, ha a bal fels6
sarokban 1évé F betiitél indulunk, és csak jobbra vagy lefelé haladhatunk?

F E K E

E K E T

K ETEMTI HA
I H A L
H ALY

Megoldas: Az eredményhez gy tudunk legegyszeriibben eljutni, ha megvizsgaljuk,
hogy egy-egy mezére hanyféleképpen érkezhetiink. Ha tudjuk, hogy hany ut vezet
egyik és masik L betliig, akkor azok 6sszege megadja, hanyféle uton juthatunk az Y-
ig. A bal fels6 saroktdl kezdve beirjuk a betiik helyére, hogy hany at vezet oda, majd
minden mezdbe beirjuk a f6lotte és balrol mellette elhelyezkedd szdmok Osszegét.
Megoldhatd egy részb6l, de két részre is oszthatjuk az abrat, ekkor a végeredmény a
két részeredmény szorzata lesz.

1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 1 2 3 4

1 3 6 10 10 10 10 10 1 3 6 10 1 1 1 1
10 20 30 40 1 2 3 4
10 30 60 100 1 3 6 10

Fekete Mihaly nevét 100-féleképpen olvashatjuk Ki.

2. Az egyenlo szaru Pitagorasz-fanak elsé évben kiné a torzse, ami egy négyzet. A
masodik évben ennek a tetejére egy egyenlé szaru derékszogii haromszog né agy,
hogy az atfogoja a négyzet felsé oldala, valamint a haromszdg két befog6jabol
kiagazik az els6 két ag, amelyek szintén négyzetek. Ezutan minden évben,
minden uj négyzetag atellenes oldalara egy egyenlé szaru derékszogii haromszog
né, azokra pedig ujabb négyzetagak. Ha a fa torzse az abran 8 méter széles, az
otodik év végén milyen magas, illetve milyen széles lesz az egész fa?

] ]
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Megoldas: A M

A negyzeteket az atlok behizasaval a rajuk kerild egyenlé szarG derékszogi
haromszdgekkel egybevagd haromszdgekre bonthatjuk. Igy a fa magassaga:

8+4+4+4+2+2+2=26m magas lesz, valamint 2-(4+4+4+4+2):36m
széles.

3. Hany olyan otjegyii természetes szam létezik, amely oszthato 12-vel és
szamjegyeinek 0sszege 3?

Megoldas: Ha a szamjegyek 0sszege 3, akkor a szam oszthaté 3-mal. Oszthatdnak
kell lennie 4-gyel is, ehhez meg kell vizsgalnunk az utols6 két szamjegyet. Ha az
utolso két szdmjegy 00, akkor az elsé hdrom szadmjegy Osszege 3, ezek pedig: 30000,
21000, 20100, 12000, 10200, 11100. Ha az utolso két szadmjegy 20, egy lehetdségiink
van: 10020. Minden mas esetben az utols6 két szamjegy 6sszege legalabb 3, s igy az
elsé harom helyre csak 000 lenne irhatd, de ez nem valodi dtjegyli szam. Osszesen
tehat 6+1=7 lehetdségiink van.

4. Karcsinak 20 papagéja van, melyek kozott van feketesapkés, jako, nimfa és
Sandor. 17 papagaj nem jako, 5 Sandor és 12 nem feketesapkas. Hany
nimfapapagaja van Karcsinak?

Megoldas: Jeldlje f a feketesapkas, j jako, n animfa, s pedig a Sdndor papagajok
szamat. Felirhatjuk a kovetkez6 egyenleteket:
f+]+n+s=20,
f+n+s=17,
S=9,
j+n+s=12.
Az s értékének behelyettesitésével megkapjuk, hogy:
f+j+n=15,
f+n=12,
j+n="7.
Az els6 két egyenlet 6sszevonasabol megallapithatjuk, hogy j=3,

ami a harmadik egyenletbe helyettesitve megadja a megoldast: n=4.
Karcsinak tehat 4 nimfa papagéja van.
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8. évfolyam

1. A birésagon Andras, Béla és Csaba ugyanazokra a kérdésekre valaszoltak, s
mindegyikre igennel, vagy nemmel. Azokra a kérdésekre, amelyekre Béla és
Csaba igennel valaszolt, Andras is igent mondott. Azokra a kerdésekre,
amelyekre Andras igent mondott, azokra Béla is igennel vélaszolt, s amelyekre
Béla igent mondott, azokra igent mondott Andras és Csaba kozil legalabb az
egyik. Bizonyitsd be, hogy Andras és Béla minden kérdésre ugyanazt a valaszt
adta.

Megoldas: Tegyiik fel, hogy volt olyan kérdés, amelyre Andras és Béla kiilonboz6
valaszt adtak. Ekkor Andras nem-et kellett mondjon, kilénben Andras igen-jére a
feltétel miatt Béla is igent mondott volna. Igy Andréas és Csaba koziil Csaba igent
kellett mondjon. Béla és Csaba igen-je miatt Andras is igent mondott, ami ellentmond
a feltevésiinknek, ezért annak ellenkezdje igaz, vagyis valdoan Andras és Béla minden
kérdésre ugyanazt a valaszt adta.

2. Egy 13 gyongybél allo gyongysor kozépsé szeme a legnagyobb és a
legértékesebb. Az egyik vége felé a szemek értéke szemrél-szemre 200 dinarral, a
masik vége felé pedig ugyanigy 300 dinarral csokken. Mennyit ér a kozépsé
szem, ha az egész gyongysor ara 17-szer annyi, mint a kozépsé szemtél szamitott
otodik szem ara a kevéshé értékes oldalon?

Megoldas: Legyen a legértékesebb gydngy ara x dinar. Ekkor a gyongysor értéke
X+ (X —200) + (x—400) + (x — 600) + (x—800) + (x —1000) + (x —1200) +
+(x—300) + (x —600) + (x —900) + (x —1200) + (x —1500) + (x —1800) =
=13x-10500.
A feltétel szerint a kevéshé értékes oldalon az 6todik szem ara x —1500 dinar, tehat
17(x—1500) = 13x —10500,
amib6l x = 3750 dinar.

3. Van-e két olyan négyzetszam, amelyeknek a kilonbsége 2012? Melyek ezek?
Hany ilyen par van?

Megoldas: Ha a® és b? jeloli a keresett négyzetszamokat, akkor

a®—b*=2012.
Mivel 2012 =2%.503 és 503 primszam, ezért az a®> —b? = (a—b)(a+b) azonossagot
felhasznélva két olyan pozitiv egészet keresiink, amelyek szorzata 2012, vagyis 2012

tarsosztoira van szikségiink. A 2012 pozitiv osztoi: 1, 2, 4, 503, 1006 és 2012, igy az
(1,2012), (2,1006), (4,503)

Szémpérok vezethetnek megoldashoz.
Az a+b>a-b 0sszefiiggés miatt az

a+b | a-b
2012 |1
1006 |2
503 |4

lehetdségekbdl csak az
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a+b=1006
a-b=2
vezet megoldashoz, példaul ugy, hogy a két egyenletet 6sszeadjuk €és az igy nyert
2a =1008
egyenletbdl a =504, ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe pedig b =502 adddik.
Behelyettesitve az eredeti egyenletbe
504% —502% = (504 +502)(504 —502) =1006-2 = 2012,

azaz pontosan két négyzetszam van, 504% és 5027, amelyek kiilonbsége 2012.

4. Az dbran egy egységnyi oldali négyzetet, egy ebbe irt kort, és négy, a négyzet
szomszédos oldalainak felezopontjat osszekoté szakasz folé irt félkort
szerkesztettiik meg. Mutasd meg, hogy az arnyékolt részek terlletének 6sszege
egyenlo (a négyzeten beliili) iiresen hagyott részek teriiletosszegével.

Megoldas: Jelolje T, az egységnyi oldali negyzet és a beirhatd kore kozotti

kilonbséget, azaz T, =1-Z Legyen T, a beirhat6 kordn beltli szirmok terulete, azaz
1 4 2

T 1 L . r n 1 1
T, =———=. Az arnyékolt teruletek 0sszege igy T =T, +T, =1-—+——===.
2,75 y! gelgy ls =1lh+1, 471 2773
Az Uresen hagyott teriilet nagysagat megkapjuk, ha a beirhat6 kor teriiletébdl kivonjuk
a szirmok terletét, azaz T = E—TZ = Z—£+1 _1 .
4 4 4 2 2

Ebbdl adodik, hogy Tq =T , azaz a két teriilet egyenld, mert mindkettd egyenld az
egységnyi négyzet terletének felével.
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9. évfolyam

1. Van-e két olyan négyzetszdm, amelyeknek a kulonbsége 2012? Melyek ezek?
Hany ilyen par van?

Megoldas; Ha a® és b? jeldli a keresett négyzetszamokat, akkor

a®—b*=2012.
Mivel 2012 =2%.503 és 503 primszam, ezért az a®> —b? = (a—b)(a+b) azonossagot
felhasznélva két olyan pozitiv egészet keresiink, amelyek szorzata 2012, vagyis 2012

tarsosztoira van szukségiink. A 2012 pozitiv oszto6i: 1, 2, 4, 503, 1006 es 2012, igy az
(1,2012), (2,1006), (4,503)

Szémpérok vezethetnek megoldashoz.
Az a+b>a-b 0sszefiiggés miatt az

a+b | a-b
2012 |1
1006 | 2
503 |4
lehetdségekbdl csak az
a+b=1006
a-b=2
vezet megoldashoz, példaul ugy, hogy a két egyenletet 6sszeadjuk és az igy nyert
2a =1008

egyenletbl a =504, ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe pedig b =502 adddik.
Behelyettesitve az eredeti egyenletbe
504% —502% = (504 +502)(504 —502) =1006-2 = 2012,

azaz pontosan két négyzetszam van, 504% és 5027, amelyek kiilénbsége 2012.

2. Jeloljuk P-vel az ABCD téglalap AB oldaldnak A-hoz kozelebb esé
harmadol6 pontjat. Tudjuk, hogy a PD szakasz az AC atloval derékszdget zar
be. Hatarozd meg a téglalap oldalainak aranyat!

Megoldas: Jeldlje az AB és AD oldal hosszét rendre a és b.

D C

4 & p B
3
A PAD/=CBAZ atéglalap definicioja miatt, és ADPZ = BACZ, mivel mer6leges
szaru szogek. Igy az APD és a BCA haromszdgek hasonldk, mert két-két szogik
egyenld, igy megfeleld oldalaik aranya is egyenl6é: | AP || AD|= BC |;| BA|, vagyis
2
2. h-b: a, ahonnan Z_Z =3, vagyis a téglalap oldalainak aranya /3.
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3. Egy roplabda bajnoksagban 6t csapat vesz részt. Mindegyik csapat
megmérkézik mindegyik csapattal. Az elsé csapat X,-Szer nyert és vy, -szer
veszitett, a masodik csapat x,-szOr nyert és vy, -sz0r veszitett,..., az 6todik csapat
X5-SzOr nyert és y,-szOr veszitett. (A réplabdaban nincs dontetlen.) Bizonyitsd

be, hogy X7 + X2 +..+ X, =y +y. +...+ V.

Megoldas: Mivel minden csapat masik négy csapattal jatszik, ezért
X, +Y,=X,+Y,=..=X%X +Y, =4, tovabba az egész bajnoksagban ugyanannyi a
megnyert €s az elveszitett mérkdézések szama, vagyis
X, + Xy ot Xs =Y, + Y, +ot+ Vs

Alakitsuk at a bizonyitandd egyenldséget:

XX+ A X =Y Yty

X —yi+x -yl +xi-y=0s
(Xl + Y1)(X1 - Y1)+(X2 Y, )(Xz - Y2)+ et (Xs + YS)(XS - YS): 0=
4(X1 - Y1)+ 4(X2 - Y2)+ -"+4(X5 - YS): 0=
HX, + Xy +ot Xy =Y, =Y, = Y5 )=0.

Az utols6é egyenldség nyilvanvaldan fenndll, mert a zardjelben 1évd kifejezés a
megoldas elején targyaltak miatt 0. Ezzel bebizonyitottuk az allitast.

4. Egy tiztagu tarsasagban mindenkinek van legalabb hét ismerése. (Az
ismeretségek kolcsondsek.) lgaz-e, hogy a tarsasagbdl barmely harom
személynek van kdzos ismerése?

Megoldas: Elészor nézziik meg, mit allithatunk tetsz6leges két személyr6l. Ha A és
B személy ismerik egymast, akkor még van 6-6 ismer6siik a maradék 8 6 kozott.
Ekkor van 4 kozos ismerdsiik, mert ha legfeljebb 3 lenne, akkor mindkettejiknek
legalabb 3-3 nem kozos ismerdse lenne, és ez mar 9 6, pedig csak 8-an vannak. Tehat
van legalabb négy ko6zos ismerdsiik, vagyis legfeljebb (masik) 4 olyan személy van,
aki legfeljebb csak egyikiiknek ismerdse.

A B

Vélasszunk most ki egy harmadik személyt, C-t. Ha C ismeri is A-t és B-t, a
maradék 7 személy kozil legalabb 6tét kell, hogy ismerjen, de a maradék 7 személy
kozott legfeljebb 4 olyan személy van, aki nem ismer6se A-nak is és B -nek is, igy
biztosan lesz C -nek olyan ismerése, aki mindharmuknak ismerdse, vagyis az allitas
igaz.
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10. évfolyam

1. Egy roplabda bajnoksagban 0t csapat vesz részt. Mindegyik csapat
megmérkézik mindegyik csapattal. Az elsé csapat X,-Szer nyert és vy, -szer

veszitett, a masodik csapat x,-szOr nyert és vy, -sz0r veszitett,..., az 6todik csapat
X5-SzOr nyert és y,-szOr veszitett. (A réplabdaban nincs dontetlen.) Bizonyitsd

be, hogy X7 + X2 +..+ X, =y. +y. +...+ V.

Megoldas: Mivel minden csapat masik négy csapattal jatszik, ezért
X, +Y, =X, +Y,=..=X%X +Y, =4, tovabba az egész bajnoksagban ugyanannyi a
megnyert €s az elveszitett mérkdézések szama, vagyis
X, + X+t Xg =Y, + Y, o+ Ve
Alakitsuk at, a bizonyitand6 egyenldséget:
X AX A+ A X =Y YRt YE
X =y, + X2 —yi 4% —y2 =0
(Xl + Y1)(X1 - Y1)+(X2 Y, )(Xz - Y2)+ et (Xs + YS)(XS - YS): 0
4(X1 - Y1)+ 4(X2 - Y2)+ -"+4(X5 - YS): 0
AX, + Xy +ot Xy =Y, =Y, =Y )=0.
Az utols6é egyenldség nyilvanvaldan fennall, mert a zarojelben 1évd kifejezés a
megoldas elején targyaltak miatt 0. Ezzel bebizonyitottuk az allitast.

2. Mutasd meg, hogy a 2011%*3 4+ 2013%%*! $sszeg oszthat6 4-gyel.

2011

. Megoldas: Felirhat6, hogy 2011 + 2013 = (4.503-1)"" +(4-503+1)"".
A (4-503-1)"" els§ Bsszeadandd hatvanyozott alakjaban (4-503miatt) minden tag

2013 2013

oszthatd 4-gyel kivéve az utolsot, ezért (4-503-1)"" 4-gyel osztva (1) -1

maradékot ad. Az (4-503+1)2°“mésodik osszeadandd hatvanyozott alakjaban
4-

2011

(4-503 miatt) minden tag oszthat6 4-gyel kivéve az utolsét, ezért (4-503+1)
gyel osztva (1)2011 =1 maradékot ad.

Ekkor a két tag (4-503-1)"" +(4-503+1)" 6sszege 4-gyel osztva —1+1=0
maradékot ad, vagyis 20117 +2013%** valéban oszthatd 4-gyel.

Il. Megoldas: Végezziik el a kovetkez6 atalakitasokat:
2011%°%2 4+ 20132 = (2012 -1)%" + (2012 + 1) =

=(2012-1)%(2012-1)*" + (2012 +2)®** = (2-1006 - 1) (2012 -1)®** + (2012 + 1)+
= (4-1006% —4-1006 +1)(2012 —1)°* + (2012 +1)** =

= (4-1006% — 4-1006)(2012 —1)*** + (2012 -1)%** + (2012 + 1) =

= 4.-(1006% —1006)(2012 —1)*°*! + (2012 -1+ 2012 +1) A=

=4-(1006° —1006)(2012 —1)**** + 4.1006 A

ahol A =20117°" 4+ 2011%°% . 2013+ 2011%°% . 2013% +--- + 2011- 20137 4+ 2013%°%°
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3. Az | AB|=1 atméréji félkorbe olyan ABCD trapézt szerkesztettiink, amely
érinténégyszog is. Mekkora a trapéz két szara?

Megoldas: Az ABCD trapéz egyenld szart, mert hurnégyszog. AD szaranak hossza

legyen X, és legyen a D cstcs mer6leges vetiilete az AB szakaszra E pont. Ekkor az
. . AD AE

AEDA es ADBA deré¢kszoglh haromszdgek hasonldosaga miatt ﬁ zﬁ,

vagyis | AE |= X, igy |CD || AB|-2:| AE |=1-2X°.

Mivel ABCD érinténégyszdg is, ezért | AB|+|CD |= 2| AD|, azaz 1+(1-2x*)=2x,

vagyis x*+x-1=0, megoldasaibdl csak a pozitiv lehetséges, tehat

~1++/5

2

. 2011 . 2011
4. Szamitsd ki mennyi (#] +(_1_2'\E] =7

x=| AD |=

Megoldas: Mivel a kitevok felbontasaval:

(_1+i\/§\]2011+(_1_i\/§]2011:

2 2

(_14_i\/g\]2010+1+(_1_i\/§]2010+1:[_l+i\/§]2010.[_l+i\/§J+(_l_i\/§J201o.(_1_i\/§J

2 2 2 2 2 2

(2] o] e

mikozben

és

2 8
(—14\@]3 _-1-31W3-3%.3-3°V3_,

(—1+i\/§]3 _-1+33-3° 3433

2 8
tehat folytatva *-tol:

{450

2 2
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11. évfolyam

1. Az | AB|=1 atmérdji félkorbe olyan ABCD trapézt szerkesztettiink, amely
érintonégyszog is. Mekkora a trapéz két szara?

Megoldas: Az ABCD trapéz egyenld szart, mert hurnégyszog. AD szaranak hossza

legyen X, és legyen a D cstcs mer6leges vetiilete az AB szakaszra E pont. Ekkor az
. . AD AE

AEDA es ADBA deré¢kszoglh haromszdgek hasonldosdga miatt ﬁ zﬁ,

vagyis | AE |= X, igy |CD || AB|-2:| AE |=1-2X°.

Mivel ABCD érinténégyszdg is, ezért | AB|+|CD |=2-| AD|, azaz 1+(1-2x*) = 2x,

vagyis x*+x-1=0, megoldasaibdl csak a pozitiv lehetséges, tehat

~1++/5

x=| AD |= 5

2. Oldd meg a 3°** -(4-35”‘2X —9) =1 egyenletet!

Megoldas: Végezziik el a kovetkez6 transzformaciokat:

3. (4.3 -9) =1 N
g (437 -9) =1 stf’nzx (43" -9)=1

Alkalmazzuk a 3" =t helyettesitést. Ekkor a %(4t—9) =1, illetve rendezés utan a

t* —12t + 27 = 0 masodfoku egyenletet kapjuk, amelynek megoldésai t, =9 és t, =3.
Visszahelyettesités utan kapjuk a sin? x=1 és a sin® x=2 egyenleteket, ahol csak az

elsének van megoldasa, x = %+ kz,ahol keZ.
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3. Szamitsd ki mennyi A:(

_1+i\/§\]2011 (_1_i\/§]2011
+ ?

2 2

Megoldas: Mivel a kitevk felbontasaval:

A:(_1+i\/§\]2011+(_1_i\/§]2011:

2 2
_1+|\/§ 2010+1 _1_|\/§ 2010+1_ _1+|\/§ 2010 _l+i\/§ . _l_i\/§ 2010. _1_i\/§
2 T2 2 12 2 2
[(-1+iv3Y i) [(aeivaY) (asive .

B 2 T2 )T 2 12
mikodzben
(—1+i\/§]3 _-1+33-3° 3+3°V3 N
2 8
1-iV3) _-1-3i3-3°.3-3°\3
2 B 8 o

tehat folytatva *-tol:

2 2

i

4. Egy henger alaka edény alapatmérdje 4dm, mélysége 3dm, szinlltig telve van
vizzel. Ha megbillentjik az edényt 30°-kal a vizszintes helyzethez viszonyitva,
mennyi viz marad benne?

Megoldas: A kiomlott viz mennyisége egyenlé a C,C,D1D, henger térfogatanak
felével. Mivel az edény térfogata V =2°7-3=127 dm’, {r=2dm, H =3dm},

8.3

o0 =g 7 dm’, {r = 2dm, HclczDle} térfogatot. Ekkor

1
ebbdl kivonjuk a EVC

\‘““\:-\.““, C2
A\_/)B
V—EVCCDD :1277,'—%77:% 12—i -3,14 = 23,191
2 e 3 1,73
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12. évfolyam

1. Bizonyitsd be, hogy a derékszogii haromszog beirt korének atmérdje mértani
kozepe az atfogd és az egyik befogod kilonbségének, valamint az atfogo és a masik
befogd kilonbsége kétszeresének.

Megoldas: Jeloljiik a derékszogili haromszog befogoit a-val és b-vel, atfogdjat c-vel,
beirt korének sugarat pedig r-rel.
Az atfogé és a befogok kilonbségei c—a és c—b, az atmér6 hossza 2r.
Bizonyitandd, hogy2r =./2(c—a)(c—b), vagy a négyzetre emelés és 2-vel val6
osztas utan, hogy (c—a)(c—b)=2r.

B

b

8
r r
(@ A

3 X

A beirt kor érintdszakaszaibol kovetkezik, hogy:
a=r+y
b=r+x; = a+b=x+y+2r=c+2r = c=a+b-2r
C=X+Yy
Tovabba a haromszog teriiletképleteibdl kovetkezik, hogy:
ab a+b+c
T, =—=5sr

2 2
Az utobbi az els6 osszefliggésbol kovetkezik, hogy:

ab=(a+b+c)r=(a+b+a+b-2r)r=2r(a+b-r).
Ekkor (c-a)(c—b)=c*~ac—bc+ab=(a’+b*)—c(a+b)+ab.
Kihasznalva c-re a levezetett képletet, kovetkezik, hogy:
(c-a)(c—b)=(a’+b*)—(a+b-2r)(a+h)+ab.

r = ab=(a+b+c)r

Rendezés utan:

(c-a)(c-b)=(a®+b*)-(a+b-2r)(a+b)+ab=
=a’+b’-a’—ab—ba—b*+2ar+2br+ab=
=2r(a+b)-ab,

majd kihasznélva ab-re a levezetett képletet, kovetkezik, hogy:

(c—a)(c-b)=2r(a+b)-ab=2r(a+b)-2r(a+b-r)=
=2r(a+b-a-b+r)=2r-r,

sfgy (c—a)(c—b)=2r?, amit igazolnunk kellett.
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2. 0ldd meg a tg x-(4-3C°SZX Q.3 —1) =0 egyenletet!

Megoldas: Az egyenlet értelmezett ha x ¢%+ kz,keZ.

Egy szorzat akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0. Ezért:

tgx=0 v 4.3coszx _9_3coszx—sin2x -1

x=kr,keZ v 4.3coszx_9.3coszx—(1—coszx) 1

Tovabba:
4. 3cos2 x_g. 32cos2 x-1 _ 1

4.3%° —%-(3“’**)2 =1
4.3%° —%-(3“’**)2 =1

Ha 3% =t , akkor 4t—3-t2 =1, illetve 3t> —4t +1=0.

o 1
Ennek megoldésai t, =1, t, = 3

Ha 3% =1, akkor cos?x =0, illetve x:%+k7r, keZ .

Ha 3%°* =0, akkor cos? X =—1, ami lehetetlen.

Az X :%+ kz,k € Z megoldasokat az értelmezési tartomany miatt nem fogadhatjuk

el, s igy az adott egyenlet megoldashalmaza M = {k;r, ke Z} :

3. Létezik-e olyan {a,} mértani sorozat amelyben %(a1 +a,+3a,) :%(a2 +a,)?
A vélaszt indokold meg!
Megoldas:

1 1

é(ai +8, +a4) :E(az +a4)

%(ai+a1q2+a1q3)= ag+ag’)

A~

o]

+q3)

| =
N XY P

%ai(l+q2+q3)=

—_

%a1(1+q2+q3)— a, q+q3):0

1+9°+9° g
&
innen a=0 v 2+29°+29°=3q+3q°

1+9°+9°  q+¢°
3 2

DT N

3
q ]:0 o a-=0

illetve a=0 v q3—2q2+3q—2:(q—1)(q2—q+2):0.
Ha a, =0, akkor a keresett sorozat az {a,}: 0,0,0,...4llandd sorozat.
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Ha q=1, akkor a keresett sorozat az {a,}: &,,a,4,... 4lland6 sorozat, ahol a, R..
A g° —q+2=0 egyenletnek nincs valds megoldasa.

Van olyan mértani sorozat, amely Kielégiti az adott feltételt, méghozzéa az allando
sorozatok: {a,}: a,a,8a,,..,ahol & eR.

4. A szabélyos négyoldall gula oldaléleinek hossza 1, négyzet alaku alapjanak éle
pedig x. Hatarozd meg a gula V(x) térfogatat az x fliggvényében, majd

szamitsd ki a W (x) =18-V (x)? fiiggvény lehet legnagyobb értékét!

Megoldas: A gula térfogata

2
2
V(x):%|BH |:%X2H:%x2 1-(%] :%szl—%,

ésez xe| —2,4/2 | esetén értelmezett. Ekkor a
|
2
W (x)=18-V (x)’ :%x4 (1—%) =2x* —x°

figgvény maximumat kell keresni, ami W'(x)=0 és W"(x)<0 feltételek mellett
teljestil. Mivel xa gula alapjanak hossza, igy

W’(x):8x3—6x5:0 & x=0v4-3x*=0 < x:¥.
Mivel W”(x) = 24x> —30x", igy
W X:ﬁ :24.24\/5_30.16-9:64\/5—160<
3 27 81 3

243

ami azt jelenti, hogy a W (x) fiiggvény az x :T-ban éri el a maximumat.

0

A fiiggvény lehetd legnagyobb értéke

N REIOE
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A IX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
DIJAZOTTJAI

. évfolyam

. Sz6gi Evelin, Kis Ferenc Altalanos Iskola, Orom, 1. dij

. Fenyvesi Abigél, Stevan Sremac Altalanos Iskola — Nov. 11, Zenta, 1. dij

. Szalaji Natalia, Miroslav Anti¢ Altalanos Iskola, Palics, 11. dij

. Vrbaski Viktor, Jovan Miki¢ Altalanos Iskola, Szabadka, I1. dij

. Korhecz Réka, Miroslav Anti¢ Altalanos Iskola, Palics, 111. dij

. Fa David, Majsai Gti Altalanos Iskola, Szabadka, 111. dij

. Szalma Réka, Pet6fi Sandor Altalanos Iskola, Hajdujaras, dicséret

. Hajdu Csongor, Majsai Gti Altalanos Iskola, Szabadka, dicséret

. Dragi¢ Teodéra, Stevan Sremac Altalanos Iskola — Nov. 11, Zenta, dicséret
10. Vécsi Orsolya, Miroslav Anti¢ Altalanos Iskola, Palics, dicséret

11. Polgar Akos, Stevan Sremac Altalanos Iskola — Nov. 11, Zenta, dicséret
12. Vékony Vivien, Jovan Jovanovié¢ Zmaj Altalanos Iskola, Szenttamas, dicséret
13. Erdélyi Valentina, Miroslav Anti¢ Altalanos Iskola, Palics, dicséret

14. Soros Vince, Miroslav Anti¢ Altalanos Iskola, Palics, dicséret

OO0 wWDNEFE

8. évfolyam

. Kozék Santa Vivien D6ra, Kizur Istvan Altalanos Iskola, Szabadka, 1. dij

. Terhes Balazs, Stevan Sremac Altalanos Iskola — Emlékiskola, Zenta, 1. dij

. Kovécs Anna, Sonja Marinkovié¢ Altalanos Iskola, Nagybecskerek, I1. dij

. Borsos Teodora, Csokonai Vitéz Mihaly Altalanos Iskola, Felséhegy, 11. dij

. Horti Katalin, Stevan Sremac Altalanos Iskola — Emlékiskola, Zenta, 111. dij

. Szab6 Emilia, Hunyadi Janos Altalanos Iskola, Csantavér, 111. dij

Mucsi Edina, Csokonai Vitéz Mihaly Altalanos Iskola, Fels6hegy, dicséret

. Benko Zoltan, Milo Crnjanski Altalanos Iskola, Szabadka, dicséret

. Patyi Gabor, Miroslav Anti¢ Altalanos Iskola, Palics, dicséret

10. Dobd Mark, Pet6fi Sandor Altalanos Iskola, Hajdujaras, dicséret

11. Juhasz Bence, Csokonai Vitéz Mihaly Altalanos Iskola, Felséhegy, dicséret
12. Mészaros Angéla, Stevan Sremac Alt. Iskola — Emlékiskola, Zenta, dicséret
13. Kérosi Agota, Cseh Karoly Altalanos Iskola, Ada, dicséret

14. Nagy Torma Norbert, Milo Crnjanski Altalanos Iskola, Szabadka, dicséret
15. Berec Judit, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Altalanos Iskola, Magyarkanizsa, dicséret
16. Balazs Petra, Jovan Jovanovié Zmaj Altalanos Iskola, Magyarkanizsa, dicséret

9. évfolyam

1. Szilagyi Krisztina, Jovanovi¢ Zmaj Gimnazium, Ujvidék, |. dij

2. Kovacsics Viola, Svetozar Markovié¢ Gimnazium, Ujvidék, 1. dij

3. Kanalas David, Matematikai Gimnazium, Belgrad, 1. dij

4. Kovacsics Fl6rian, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, 11. dij

5. Téglés Ervin, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

6. Palotas Samuel, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
7. Miliszavlyevity Laura, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, 111. dij

8. Vrabel Mate David, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
9. Petras Armin, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, dicséret

10. Kiss Tamas, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, dicséret
11. Patarica Ildiko, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret
12. Rozsnyik Szabolcs, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
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10. évfolyam

. Bir6 Dominik, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

. Szilagyi Déniel, Jovanovi¢ Zmaj Gimnaziu, Ujvidék, I. dij

. Horti Krisztina, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

. Tokity Rudolf, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I1. dij
Matéffy Kristéf, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij
. Francia Krisztina, Svetozar Markovié¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret

. Major Krist6f, Svetozar Markovié Gimnazium, Ujvidék, dicséret

. Zsunyi Ménika, Lukijan MuSicki Kozepiskola, Temerin, dicséret

. Mészéros Akos, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret

11. évfolyam

1. Balzam Henrietta, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
2. Skultéti Anikd, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
3. Bakos Evelin, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, I11. dij

4. Kiskéroly Timea, Dositej Obradovi¢ Gimnazium, Topolya, dicséret

5. Pletikoszity Johanna, Svetozar Markovi¢ Gimnéazium, Szabadka, dicséret

12. évfolyam

1. Piri Annaméria, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

2. Kérmdcezi Andor, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
3. Marias Monika, Becsei Gimnazium, Obecse, I1. dij

4. Nagygyorgy Kristof, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, 111. dij
5. KOrosi Balazs, Miuszaki Kozépiskola, Ada, 111. dij

6. Simonyi Mété, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, dicséret

A verseny dijazottjai.
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A X. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

El6ado: dr. Hatvani Laszlo
El6adas cime: Matematikai modellezés

Versenyszervezok javitas kozben, jokedviien (Ripcd Sipos Elvira és
Csikds Pajor Gizella).
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X. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2012. december 1.

7. évfolyam

1. Egy roplabda versenyen 5 csapat vett részt. A csapatkapitanyok: Kriszta, Eva,
Zs6fi, Piri és Réka. A verseny utan a lanyok igy nyilatkoztak az eredményrol:
Kriszta: Piri csapata lett a masodik. Mi csak a harmadikok lettiink.

Eva: Nyertiink. Zsofiék lettek a masodikok.

Piri: Masodikok lettiink. Rékaék csak a negyedik helyet csipték el.

Réka: Csak a negyedikek lettiink. Jo Krisztanak, 6k nyertek.

Zso6fi: Harmadikok lettiink. Evaék lettek az utolsok.

Ki milyen helyezest ért el, ha tudjuk, hogy a lanyok allitasai kozul egyik igaz, a
masik hamis? B

2. Az ABC derékszogi haromszoghen az S pont
az AB atfogo felezopontja, ahol |SC|=20. Az

AC (hosszabb) befogéra berajzoljuk az E
pontot gy, hogy ES L AB és | ES |=15. Szamitsd NS
ki az ABC haromszdg teruletét!

3. Melyik az a haromjegyl természetes szam,
amely 6tszordse a szamjegyei szorzatanak?

c *A

4. A Mézga csaladban Géza, az apuka, Paula, az anyuka, Kriszta és Aladar, a
gyerekek, osszesen 111 évesek. Paula és Kriszta osszesen 1 évvel idésebbek, mint
Géza és Aladar egyiitt. Géza négyszer olyan idds, mint Aladar, egy évvel ezelott
pedig Paula négyszer olyan idés volt, mint Aladar. Hany évesek kulon-kilon a
Mézga csalad tagjai?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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X. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2012. december 1.

8. évfolyam

1. A Mézga csaladban Géza, az apuka, Paula, az anyuka, Kriszta és Aladar, a
gyerekek, osszesen 111 évesek. Paula és Kriszta osszesen 1 évvel idésebbek, mint
Géza és Aladar egyiitt. Géza négyszer olyan idds, mint Aladar, egy évvel ezelott
pedig Paula négyszer olyan idés volt, mint Aladar. Hany évesek Kulon-kilon a
Mézga csalad tagjai?

2. Hatarozd meg mindazokat az n kétjegyii természetes szamokat, amelyekre a

n+24 , ,
szam természetes szam!
n—24 B

3. Az ABC derékszogii haromszogben az S pont
az AB atfogo felezopontja, ahol | SC|=20. Az AC

(hosszabb) befogoéra berajzoljuk az E pontot Ugy, \S
hogy ES L AB és |ES|=15. Szamitsd ki az ABC

haromszog teruletét!

4. Szamold ki az c A
a) xy kifejezés értékét, majd az

b) (x+y)? kifejezés értékét, ha tudjuk, hogy

g—3:1 és y—x=1.
Xy

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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X. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2012. december 1.

9. évfolyam

1. Orank éppen egy 4 és 5 éra kozotti idépontot mutat. Egy 7 és 8 éra kozotti
pillanatban a két mutat6 az elobbi helyzethez képest helyet cserélt. Hany o6ra volt
a két idépontban?

2. Milyen aranyban osztjdk az ABCDEF szabélyos hatszog AC és BF atli
egymast?

3. Mely pozitiv x,y,z egész szamokra igaz, hogy
X’y —yz? —x*+12°=30?

4. Arthur kirdly n szdma lovagja egy kerek asztal korul Gl. Minden lovagnal
vagy fehérboros, vagy vorosboros kupa van. Pontban éjfélkor minden lovag,
akinél vordsbor van, atadja a kupajat a jobb oldali szomszédjanak, akinél pedig
fehérbor van, atnyudjtja a kupajat a bal oldali masodik szomszédjanak. Tudjuk,
hogy van vorosbor is es fehérbor is az asztalon. Add meg a fehérboros és
vorosboros kupak egy lehetséges elrendezését, hogy éjfél utan is mindenkinek
legyen kupéja, ha

a)n=12;

b) n=13;

c) n=2013.
Ha valamelyik esetben ilyen elrendezése a fehér- és vérosboroknak nem létezik,
indokold meg, miért nem.

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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X. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2012. december 1.

10. évfolyam

1. Hany olyan pozitiv egesz szam van, amelyre igaz, hogy a szamjegyeinek
Osszege és szorzata is egyarant 24?

2. Mely x és y nemnegativ egész szamokra igaz, hogy \/;+\/§ = /1000 ?

3. Az O kozéppontl AB =2r atméréjii félkoron felvessziikk a C és D pontokat
agy, hogy az AD és BC huarok hossza egyarant a, a CD hdr hossza pedig x.
Bizonyitsd be, hogy ha a és r mérdészama racionalis szam, akkor X mérdészama
is racionalis szam! (Vedd figyelembe a pontok minden lehetséges elrendezését!)

4. Legyenek A=177..76 és B=355..52 rendre 2k+3 és k+2 szamjegyii

szamok. Bizonyitsd be, hogy +A—B is természetes szdm és hatarozd meg a
szamjegyeinek szamat!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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X. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2012. december 1.

11. évfolyam

1. Az f(x)=ax®+bx+c masodfoki fiiggvénynek (xeR, a=0) egy nullahelye
van. Az f(x) fuggvény minimumhelye x=c. Mekkora az ac szorzat értéke?
Melyek ezek a fliggvenyek?

2. Oldd meg a valés szamok halmazan a kovetkezo egyenletrendszert:

X + y> + 22 = 8

X+ y: o+ 2 = 22
1 1 1 A
-+ =+ = = —
X y z Xy

3. A szabalyos haromoldaltd ABCS gula alaplapja ABC, amelynek élei acm
hosszUsaguak, csucsa pedig S. Szamitsd ki az adott gula térfogatat, ha az A
csucs tavolsaga a szemkdztes oldallaptol h cm .

4. lgazold, hogy

2r A 6r 1
COS—+C0S—+CO0S——=——,
7 7 7 2

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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X. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2012. december 1.

12. évfolyam

, . 1 . . 1.,....
1. Ha x val6s szdm és x® +— =18, akkor szamitsd ki x° + — értékét!
X3 x°

2. Oldd meg a valés szamok halmazan a kévetkezo egyenletrendszert!

X + y> + 22 = 8

X+ y: o+ 2 = 22
1 1 1 A
-+ =+ = = —
X y z Xy

3. Az ABC egyenlé szari haromszogben (| AB | AC|) az AA" magassagvonal a

haromszég koré irt kort E pontban, mig az EACZ szogfelezdje a kort D
pontban metszi. A kérh6z D pontban hizott érinté az AE, AC,BC egyeneseket,

rendre, az F, I,L pontokban metszi.

a) Bizonyitsd be, hogy ha M a haromszég magassagpontja, akkor a BMCE
négyszdg rombusz!
b) Igazold, hogy ABFL hirnégyszog!

4. Adott az f(x) =x3+ px+q fiiggvény, ahol p és q valds paraméterek.

a) Ha M a fuggvény helyi maximuma és m a flggvény helyi minimuma, akkor
fejezd ki a paraméterek segitségével az Mm kifejezést!

b) Ha -2 a flggvény nullahelye, hatarozd meg a p és q értékeit ugy, hogy
M —m =4 teljesuljon!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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A X. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

7. évfolyam

1. Egy roplabda versenyen 5 csapat vett részt. A csapatkapitanyok: Kriszta, Eva,
Zso6fi, Piri és Réka. A verseny utan a lanyok igy nyilatkoztak az eredményrél:
Kriszta: Piri csapata lett a masodik. Mi csak a harmadikok lettiink.

Eva: ,,Nyertink. Zsofiék lettek a masodikok.”

Piri: ,,Mésodikok lettlink. Rékaék csak a negyedik helyet csipték el.”

Réka: ,,Csak a negyedikek lettiink. J6 Krisztanak, 6k nyertek.”

Zsofi: ,,Harmadikok lettiink. Evaék lettek az utolsok.”

Ki milyen helyezést ért el, ha tudjuk, hogy a lanyok allitasai kozil egyik igaz, a
masik hamis.

Megoldas: Kriszta két allitasa kozul egyik igaz, a masik hamis. Ha az elsé allitas
igaz, akkor Piri csapata lett a masodik.Ekkor Eva masodik allitasa hamis, tehat Evaék
lettek az elsdk. Piri elsd allitdsa igaz, ezért Rékaék nem lehettek negyedikek. Réka
allitasa miatt, az el6z6bdl az kovetkezik, hogy Krisztaik is elsdk lettek, ami lehetetlen.
Ezek szerint Kriszta elsé allitasa hamis, tehat a masodik igaz.

Krisztaék harmadikok lettek. Mivel Piriék nem masodikok, ezért Piri mondataibol
arra kovetkeztethetiink, hogy Rékaék lettek a negyedikek. Zsofi elsé mondata nem
lehet igaz, ezért Evaék lettek az utolsok. Ezek szerint Eva elsé mondata hamis, és
Zs0fi csapata a szerezte meg a masodik helyet. Az els6 helyezett igy csak Piri csapata
lehetett. A helyes sorrend: 1. Piri, 2. Zsofi, 3. Kriszta, 4. Réka, 5. Eva.

2. Az ABC derékszogii haromszogben az S pont az AB atfogé felezopontja,
ahol |SC|=20. Az AC (hosszabb) befogéra berajzoljuk az E pontot Ugy, hogy
ES 1L AB és | ES |=15. Szamitsd ki az ABC haromszog teruletét!

Megoldas: Mivel az S pont az AB étfogo E

felez6pontja, igy adodik, hogy |SC|HSB|< SA|=20.
Ekkor az ASE derékszogli haromszogbdl a Pitagorasz

tétel alapjan adodik, hogy | AE |=25. Legyen D az S
pontb6l az AC befogéra bocsatott merdleges
talppontja, F pedig az S pontbdl az BC befogora
bocsatott merdleges talppontja. Mivel SD az ASE E
haromszdg magassagvonala, ezért

| AE|-|SD|H/SE|-|SA|, azaz  25|SD|=15-20, F A
amelyb6l kovetkezik, hogy |SD|=12. A CDSF c

négyszog téglalap, mert minden szoge derékszog, ezért a szemben fekvd oldalai
egyenl6ek. A BCS haromszog egyenld szarh, ezért az FS magassagvonal felezi a
BC alapot, azaz érvényes, hogy | BF |<|CF |5 SD |=12, vagyis a BC befogd hossza
kiszamithato, | BC |=24. Mivel az atfogd felét mar ismerjiik, igy | AB|=40. Ujra
alkalmazva a Pitagorasz tételt, most az ABC haromszigre, adddik, hogy
| AC |* +| BC =] AB|*, vagyis | AC |* +24% = 40, ahonnan adddik, hogy | AC |=32.
_|BC|-|AC| 24-32 _
- ; ==

A haromszdg terlilete tehat T 384.
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3. Melyik az a haromjegyili természetes szam, amely Otszorose a szamjegyei
szorzatanak?

Megoldas: Mivel a keresett szam oszthaté 5-tel, utolsé szdmjegye O vagy 5. Ha 0
lenne, akkor a szorzat is nulla lenne, ami nem lehetséges, ezért a szam 5-re végzddik,

tehat felirhatjuk a kdvetkezd alakban: abs )
Igaz hogy: ab5=5(ab-5) = 25ab
A keresett szam oszthatd 25-tel, és minden szamjegye paratlan. Ha valamelyik

szamjegy paros lenne, akkor a szorzat O-ra végzOdne, ami nem lehetséges, mivel az
utolsé szamjegy az 5.

A Kkeresett szam a75 alakd. Innen 100a+75=25-7-a, ahonnan a=1.
A keresett szam tehat a 175.

4. A Mézga csaladban Géza, az apuka, Paula, az anyuka, Kriszta és Aladar, a
gyerekek, osszesen 111 évesek. Paula és Kriszta osszesen 1 évvel idésebbek, mint
Géza és Aladar egyiitt. Géza négyszer olyan idds, mint Aladar, egy évvel ezelott
pedig Paula négyszer olyan idés volt, mint Aladar. Hany évesek kulon-kilon a
Mézga csalad tagjai?

I.Megoldés: Jeldlje g Géza, p Paula, k Kriszta, a pedig Aladar éveinek szamét. A

feladatban megadott feltételek alapjan felirhatjuk a kovetkez6 egyenletrendszert:
g+p+k+a=111 p+k-1=g+a, g=4a, p-1=4(a-1)

Az els6 két egyenlet alapjan konnyen megkapjuk, hogy g+a=>55. Behelyettesitve

ide a harmadik 6sszefliggést azt kapjuk, hogy 4a+a=55, azaz a=11 és g=44. A

negyedik egyenletb6l most p=4a—-3, azaz p=41. Az els6é egyenletbdl adodik

most, hogy k=15. Tehat Géza, az apuka, 44, Paula, az anyuka, 41, Kriszta 15,
Aladar pedig 11 éves.

I1.Megoldas: - -
A Mézga csalad
111
X X+1
X+x+1=111
2x =110
Géza Papa + Aladar x =55 Paula Mama + Kriszta
55 56
= z
4y / ay+ y1155 y 7-1=4(y—1) 56— 2
J y= z=41
Géza Papa Aladar Paula Mama Kriszta
44 11 41 15

172



8. évfolyam

1. A Mézga csaladban Géza, az apuka, Paula, az anyuka, Kriszta és Aladar, a
gyerekek, osszesen 111 évesek. Paula és Kriszta osszesen 1 évvel idésebbek, mint
Géza és Aladar egyiitt. Géza négyszer olyan idés, mint Aladar, egy évvel ezelott
pedig Paula négyszer olyan idés volt, mint Aladar. Hany évesek kulon-kilon a
Mézga csalad tagjai?

Megoldas: Ugyanaz, mint a 7. évfolyam 4. feladata.

2. Hatarozd meg mindazokat az n kétjegyii természetes szamokat, amelyekre a
n+24
n—24

szam természetes szam!

Megoldas: Egy szam négyzetgyoke akkor természetes szam, ha a négyzetgyok alatt
negyzetszdm van. Ekkor
K2 — N+24 n-24+24+24 14 48

n-24 n—24 n-24"

>0 és n—24 a 48

A szdm négyzetgyoke akkor lesz természetes szam, ha 4
n_

osztéja. Igy n—24 € {1,2,3,4,6,8,12,16, 24,48}, vagyis
ne{25,26,27,28,30,32,36,40,48,72} .
Ebbél adodik, hogy ekkor
k® €{49,25,17,13,9,7,5,4,3,2}

de ezekb§l az értékekbsl csak k* €{49,25,9,4} Ilehetséges, igy a megoldas
n e {25,26,30,40}, amelyek mind kétjegyii szamok.

3. Az ABC derékszogii haromszogben az S pont az AB atfogé felezopontja,
ahol |SC|=20. Az AC (hosszabb) befogdra berajzoljuk az E pontot ugy, hogy

ES 1L AB és |ES |=15. Szamitsd ki az ABC haromszog teruletét!

Megoldas: Mivel az S pont az AB atfogé felez6pontja, igy adddik, hogy

| SC|= SB|H SA|=20.
Ekkor az ASE derékszogli haromszogb6l a Pitagorasz tétel alapjan adodik, hogy
| AE |=25. Legyen D az S pontb6l az AC befogdra bocsatott merdleges talppontja,
F pedig az S pontb6l az BC befogéra bocsatott meréleges talppontja. Mivel SD az
ASE  haromszbég magassagvonala, ezért |AE|-|SD|HSE]|-|SA|, azaz
25-|SD |=15-20, amelybdl kovetkezik, hogy | SD |=12. A CDSF négyszdg téglalap,
mert minden szége derékszog, ezért a szemben fekvd oldalai egyenléek. A BCS
haromszog egyenlé szarh, ezért az FS magassagvonal felezi a BC alapot, azaz
érvényes, hogy |BF || CF |- SD|=12, vagyis a BC befogd hossza kiszamithato,
| BC |=24. Mivel az atfogo felét mar ismerjiik, igy | AB|=40. Ujra alkalmazva a
Pitagorasz tételt, most az ABC haromszdogre, adodik,
hogy | AC |* +| BC *=<] AB |*, vagyis | AC |* +24% = 40,
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ahonnan adodik, hogy | AC |=32. B

A haromszdg teriilete tehat
1 _IBCI-JAC| _24-32 o,
2 2
D /NS
E
F
c *A
4. Szamold ki az
a) xy kifejezés értékét, majd az
b) (x+y)? kifejezés értékét, ha tudjuk, hogy
E—3:1 és y—x=1.
Xy
Megoldas: a) Az els6 egyenletet felirhatjuk
2Y=2X 1 ittetve 29X 4
Xy Xy

alakban, amelybdl a méasodik egyenlet behelyettesitésével adodik

i:1, illetve xy=2.
Xy
b) Ha most négyzetre emeljik a masodik egyenlet mindkét oldalat, akkor
y? —2xy + x* =1 adddik, ahonnan hozzéaadva és kivonva 2xy -t felirhatjuk, hogy
(x+y)* —4xy =1.
Behelyettesitve xy = 2-t adodik, hogy

(x+Yy)?—4.2=1,azaz (x+Yy)*=9.
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9. évfolyam

1. Orank éppen egy 4 és 5 6ra kozotti idépontot mutat. Egy 7 és 8 éra kozotti
pillanatban a két mutat6 az elobbi helyzethez képest helyet cserélt. Hany o6ra volt
a két idopontban?

Megoldas: A 4 és 5 o6rai idépontot jelolje X , ennek tortrészét x. Tudjuk, hogy a
nagymutatd egy Ora alatt 360°-0s szdggel, a kismutatdé 30°-0s szoggel mozdul el. A
Kismutato altal a 12-es irdnnyal bezart sz6g legyen o, a nagymutat6é pedig g, . Ezt a

két szoget a kovetkezoképpen szamolhatjuk ki:
a, =4-30°+x-30°,
B, =x-360°.
A masodik id6épontot jeloljuk Y -nal, a tortrészét pedig y-nal. Ekkor a masodik
idéponthoz tartozé megfeleld szogeket rendre «,-vel és f3,-vel jelolve
a,=7-30°+y-30°, B, =y-360°.
Mivel a két idopontban a mutatok helyet cseréltek ezért o, = 5, és a, = p,, azaz
4.30°+x-30°=y-360° és 7-30°+y-30°=x-360°.
Ha mindkét egyenletet elosztjuk 30°-kal, akkor az alabbi egyenletrendszert kapjuk:
4+x=12y
7+y=12x
Az egyenleteket atrendezve és a masodik egyenletet 12-vel beszorozva adodik a
kovetkezo:

4+x-12y =0
84 -144x +12y =0
Innen az egyenletek Osszeadasaval adddik, hogy 88-143x =0, azaz x= % = %

Ezt az egyenletbe behelyettesitve kapjuk, hogy y :%, tehat az elsé idépont 4%

Ora, a masodik 7% ora. B A

2. Milyen aranyban osztjdk az ABCDEF
szabalyos hatsz0g AC és BF atléi
egymast?

Megoldas: Mivel |ABI|H AF|, ezért az

ABF  haromszog egyenldszara. Tudjuk,

hogy a szabalyos hatszog egy belsd szoge

120°-0s, igy az ABF haromszog két alapon

fekvo szoge egyiitt 180°—-120°=60°, tehat

az ABF szbg 30°-0s, és a vele egybevagd ACB szdg is. Mivel a B csucsnal 1évo
belsd szog nagysaga is 120°, elvégezhetjiik a kovetkezd szamitast:

FBC«Z = ABCZ—- ABF £=120°-30°=90°.

A BCM haromszog egy derékszogli haromszog, amelynek van 30°-0s sz0ge, tehat
ez a haromszdg egy szabalyos haromszdg fele. Innen adodik, hogy |CM |=2| MB|,

azaz |CM |=2| MA|, tehdt az M pont az atlokat 1:2 ardnyban osztja.
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3. Mely pozitiv x,y,z egész szamokra igaz, hogy
X’y —yz* -x*+12°=30?

Megoldas: A bal oldal atalakithaté kiemelésekkel:

y(x2 —22)—(x* - 22)=30, illetve (x? — 2% (y—1)=30.
Eloszor mutassuk meg, hogy a bal oldal mindkét tényezbje pozitiv. Ez kovetkezik
abbol, hogy y—-1-ben y legalabb 1, de 1 nem lehet, mert akkor a szorzat O lenne,
tehat y > 2. Ekkor viszont a masik tényezdének is pozitivnak kell lennie, igy x> z.
Az els6 tényez6 felbonthatd x+z €s x—z szorzatara, amelyek azonos paritasuak, igy
szorzatuk vagy pératlan, vagy 4-gyel oszthatd paros szam. Ez utObbi eset nem
lehetséges, mert a 30-nak nem osztdja a 4, tehat az x* —z® csak paratlan lehet. Mivel
a 30 péaratlan 0szt6i 1, 3, 5 és 15, ezért az x> —z* csak ezeket az értékeket veheti fel.
Mivel lattuk, hogy x >z, igy x+z > x—z, és mindkét oldal pozitiv.
Ha x? —z? =1, akkor x+z=1 és x—z =1. EbbSl z =0 adddik, ami ellentmondas.
Ha x?—z? =3, akkor x+z =3 és x—z =1, ahonnan x=2, z =1.
Ha x?—z? =5, akkor x+z =5 és x—z =1, ahonnan x=3, z=2.
Ha x®—z% =15, akkor két eset lehetséges: 1) x+z=5 és x—z =23, ahonnan x=4,
z=1,2) x+z=15 és x—z=1, ahonnan x=8, z=7.
Igy a kovetkez6 megoldasokat kaptuk: (2;11;1), (3;7;2), (4;3;1) és (8;3;7).

4. Arthur kirdly n szdma lovagja egy kerek asztal korul tl. Minden lovagnal
vagy fehérboros, vagy vorosboros kupa van. Pontban éjfélkor minden lovag,
akinél vordsbor van, atadja a kupajat a jobb oldali szomszédjanak, akinél pedig
fehérbor van, atnyudjtja a kupajat a bal oldali masodik szomszédjanak. Tudjuk,
hogy van vorosbor is es fehérbor is az asztalon. Add meg a fehérboros és
vorosboros kupak egy lehetséges elrendezését, hogy éjfél utan is mindenkinek
legyen kupéja, ha a) n=12; b) n=13; c) n=2013.

Ha valamelyik esetben ilyen elrendezése a fehér- és vérosboroknak nem létezik,
indokold meg, miért nem.

Megoldas: a) Szamozzuk meg sorba a lovagokat. A tablazat elsé sora jeloli, hogy
kinél milyen bor van, a masodik sorban pedig lathat6, hogy melyik kupa hova kertiilt.

A v jeld kupék 1 helyet jobbra lépnek, az f jeliiek 2 helyet balra:

2{2?:: fi | v2 | v3 | f4 | Vv5 | Vve | f7 | v8 | vO | f10 | v11l | v12
éjfel

utan vi2 | f4 | v2 | v3 | f7 | v5 | v6 | f10 | v8 | v9 | f1 | vil

b) Ebben az esetben nem megoldhatd a borok elrendezése. Ha egy adott helyen
vOrdsboros kupa &ll, akkor jobbra lépve 3 helyet szintén vérdsborosnak kellene alinia,
mert ha fehér volna ott, akkor a kiinduldsi helyen iil6 jobb szomszédja két kupat
kapna, és igy valakinek biztosan nem jutna. Ha minden harmadik lovagnak vordsbora
van, az egy 13 személyes asztal esetében azt jelenti, hogy mindenkinek vérdsbora van
(mert mindig jobbra lépve harmat bejarjuk az asztal dsszes helyét), ami ellentmond a
feladat feltételeinek.

c) Az a) részben megadott konstrukcidt kell folytatni. Minden harmadik lovagnak
fehérbort, a tobbieknek vordsbort kell adni, és ez lehetséges, mert 2013 oszthat6 3-
mal.
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10. évfolyam

1. Hany olyan pozitiv egesz szam van, amelyre igaz, hogy a szdmjegyeinek
0sszege és szorzata is egyarant 24?

Megoldas: A keresett szamokban el6éforduld szamjegyek lehetséges értéke 1, 2, 3, 4,
6, 8 a szorzatra vonatkozé feltétel alapjan. A szamjegyek nem novekvo sorrendben a
kovetkez6k lehetnek az Gssszegre adott feltétel alapjan:

8,3 és 13 db 1-es,
6,4 ésl14db1l-es
6,2,2 és14db1l-es
43,2 és15db1-es
3,2,2,2és15db 1-es

| | | | |
Az 0t lehetséges esetben a megoldasok szama rendre:g 1—6' it 18! 19!

) 131'141' 21141151 151.3!
Osszesen tehat 15-14+16-15+17-8-15+18-17-16+19-17-16-3=22890 ilyen
szam van.

2. Mely x és y nemnegativ egész szamokra igaz, hogy /X + ﬁ =4/1000 ?

Megoldas; Ha +/x +./y =+/1000 , akkor ./y =~/1000 —+/x , a négyzetre emelés utén
pedig y = X +1000—204/10x adddik. Ennek alapjan a +/10x racionalis ha a 10x
négyzetszam, azaz x =10k, ahol k természetes szam. Hasonléan y=10n%. Az
eredeti egyenletbe vald behelyettesités utan k~/10 +n+/10 =104/10 , azaz k +n=10.

A lehetséges (k,n) parok k |0 |1 2 (3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10

109 |8 |7 |6 |5 |4 (3 |2 |1 |O

A megfelelé (x,y) parok pedig ennek megfeleléen

X 0 10 40 90 160 | 250 |360 |490 |640 |810 | 1000

y 1000 | 810 | 640 490 |360 |250 |160 |90 40 10 0

Ezek a szamparok kielégitik az egyenletet.
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3. Az O kozéppontu | AB|=2r atméréjii félkoron felvessziik a C és D pontokat
agy, hogy az AD és BC huarok hossza egyarant a, a CD hdr hossza pedig x.
Bizonyitsd be, hogy ha a és r mérdészama racionalis szam, akkor X mérdészima
is racionalis szam! (Vedd figyelembe a pontok minden lehetséges elrendezését!)

Megoldas: Ha a pontok sorrendje ABCD, akkor a feltételek alapjan ez egy
szimmetrikus trapéz és ennek CT magassaga h, amelyet kétféle médon fejeziink ki :

2 2
Az OTC ¢és a TBC haromszogben az h2:r2_(§] :az_(r_gj, az

2 2 2

i} o . X X o a
osszehasonlitas alapjan r? 5 a®—r?+rx 7 amib6l X = 2r — —.
r

Két racionalis szam kiilonbsége, szorzata és hanyadosa is racionalis szam, tehat ha a
és r raciondlis akkor az x is az.
Ha a pontok sorrendje ABDC , akkor a négyszog ismét egyenlészaru trapéz és ennek

szarai
2

L c? .
AC =BD =c=+/4r®>-a? , azaz ¢® = 4r? —a’raciondlis, igy x = 2r —— is az.
r
2

Mas haromszogparok segitségével hasonlé médon kaphatjuk, hogy x:aT—Zr és

analég modon indokoljuk racionalis voltat.

4. Legyenek A=177..76 és B=355..52 rendre 2k+3 és k+2 szamjegyii

szamok. Bizonyitsd be, hogy +A—B is természetes szdm és hatarozd meg a
szamjegyeinek szamat!

Megoldas. Alakitsuk at az adott szamokat a kdvetkez6képpen:
A=10%"2+7.10%" +7-10 +..+7-10+6 =10*** +70-(11..1) + 6 =

:102k+2 +%0. (999) +6= 102k+2 +%0_ (102k+1 _1) +6= %.102k+2 _%,

azaz A= %(102“2 -1).

Hasonlé médon kaphatjuk meg a B szamot is ilyen alakban.
B=3-10"+5-10 +5-10 ' +...4+5-10+ 2 =3-10" +50- (11...1) + 2 =

=3-10k+1+5—0-(99...9)+2:3-1ok+1+@-(1ok ~1)+2 :210“1—2
9 9 9 9
azaz B :g(lo“1 -1).
9
Ekkor
2
A—-B :E(102k+2 _1) _%(10k+1 _1) _ E102k+2 —210k+l +E _ (i(lokﬂ _1)] ’
9 9 9 9 9 (3

¢s ebbdl kovetkezik, hogy
A-B= (%(10“1 —1)] - %(99...9): 4.(33..3) =133..32,

amely (k +2) -jegyli természetes szam.
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11. évfolyam

1. Az f(x)=ax®+bx+c masodfoki fiiggvénynek (xeR, a=0) egy nullahelye
van. Az f(x) fuggvény minimumhelye x=c. Mekkora az ac szorzat érteke?
Melyek ezek a flggvenyek?

Megoldas. Mivel az f(x) flggvénynek minimuma van ezért a>0.

A minimumhely x = _2£ =c, azaz b=-2ac. Mivel a fliggvénynek egy nullahelye
a

van, ezért a diszkriminans értéke 0, azaz b?—4ac=0, ahova b=-2ac
helyettesitéssel 4ac? —4ac =0 adddik, vagyis 4ac(ac—1) =0, ahonnan leolvashato,
hogy ac értéke vagy 0 vagy 1.

Ha az ac=0, akkor f(x)=ax?, ha viszont ac =1, akkor f(x)=ax? —2x+§, ahol

az a>0.

2. Oldd meg a valés szamok halmazan a kovetkezo egyenletrendszert:

X + y> + 22 = 8

X+ y: o+ 2 = 22
1 1 1 A
-+ =+ = = —
X y z Xy

Megoldas: Az utolso egyenletbdl kovetkezik, hogy:

—+—+—+—=0
Xy z Xy
YZ+XZ+ Xy + 2°

=0 < x(z+y)+z(y+2)=0 < (y+z)(x+2z)=0

Xyz
innen
y+z=0 % X+2=0
y=-z X=-2
ekkor az elsd egyenletbdl
x*-2+2°=8 v -2’+y*+7°=8
X=2 y=2

¢s a masodik egyenletbdl
4+7°+7°=22 v I"+4+7°=22
z=413 z=43
y=+3 y=+3
Igy az egyenletrendszer megoldashalmaza
M ={(2,3,-3),(2,-3,3),(-3,2.3),(3,2,-3)}.
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3. A szabalyos haromoldaltd ABCS gula alaplapja ABC, amelynek élei acm

hosszlsaguak, csucsa pedig S. Szamitsd ki az adott gula térfogatat, ha az A
csucs tavolsaga a szemkdztes oldallaptol h cm .

Megoldas: Az AMN derékszogii haromszogbdl

2
2
IMN |=| AM  —| AN F = /(#] _h? :J%—hz

Mivel az AMNA és az SMOA hasonlé haromszdgek, ezért
| AN || NM |=| SO |:|OM |, vagyis

a«@ "
SO HABCS=OM - AN _ ah/3 |
\/_ h2  3V3a-an’
a3 H a’3  ahy3
T aBcs 2 2 3
A térfogat tehat: V = —2 __ 4 3ys-4h®  ah .
3 3 12+/3a2 — 4h?

4. lgazold, hogy c032—+cos4—ﬂ+c056—ﬂ=—1.
7 7 7 2

Megoldas: Végezzik el az alabbi atalakitasokat:

A 67
COS—+COS—+COS— =
7 7 7

1 . 2r . Ar . 6r
= 2sin—-c0s— +2sin—-c0S—+2Sin—-C0S— | =
Zsin% 7 7 7

1 ( 3T 5z 3 T 571]
= S|n——sm—+S|n——5|n—+sm——sm— =
23in7 7 7 7 7

1 ( ] 77,'] 1

= —sin=|=-=

ZsinE 7 2
7
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12. évfolyam

, . 1 . . 1.,....
1. Ha x val6s szdm és x® +— =18, akkor szamitsd ki x° + — értékét!
X3 x°

Megoldas: Legyen x+Z=t. Ekkor x3+i3=t3—3t (ismert Osszefiiggés pl. a
X X

szimmetrikus egyenletek esetében). igy t* -3t =18, vagyis t*—3t—18=0. Ennek az
egyenletnek egy valds megoldasa van, s ez a t=3(pl. Horner-elrendezéssel

kiszamithato). igy x+l = 3. Ekkor a binomidlis képlet alapjan:
X

5
1 1
(x+£] =x° +5x4£+10x3i2+10x2i3+5x—4+—5
X X X X x* X

F=x +i5+5(x3 +i3j+10(x+lj
X X X

243=x° +i5+5-18+10-3
X

1

-~ =123,
X

x° +

2. Oldd meg a valés szamok halmazan a kovetkezo egyenletrendszert!

X + y> + 22 = 8

X+ y: o+ 2 = 22
1 1 1 A
-+ =+ = = —
X y z Xy

Megoldas: Ugyanaz, mint 11. évfolyam 2. feladata.

3. Az ABC egyenlé  szaru
haromszogben (| AB|H AC|) az AA’
magassagvonal a haromszog koré irt
kért E pontban, mig az EACZ
szogfelezéje a kort D pontban
metszi. A kdrhéz D pontban hazott
érint6 az AE,AC,BC egyeneseket,

rendre, az F, I,L pontokban metszi.

a) Bizonyitsd be, hogy ha M a
haromszog magassagpontja, akkora - ;
BMCE négyszog rombusz! - ™
b) lgazold, hogy ABFL hlrnégy- ~
szog!
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Megoldas: a) ACEZ derékszdg, mert a kor atmérdjére szerkesztett keriileti szog.
|DC|2|ED|, mert AD szogfelez6. |BE|xEC|, mert AE szogfelez6. FL

parhuzamos EC egyenessel, mert DO|| AC (ADOA egyenld szara, alapon fekvo
szogei egybevdgbak, ADO./ =OAD./ = DAC.). Mivel BM L AC és EC L AC,
igy BM || AC.

Mivel | MC |x| BM | (egyenld szarti haromszogben), igy BECM rombusz.

b) Mivel CALDL és AE 1L BL, ezért FLBZ=CAEL=FAB/, s igy ABFL
harnégyszog.

4. Adott az f(x) =x3+ px+q fiiggvény, ahol p és q valds paraméterek.

a) Ha M a fuggvény helyi maximuma és m a flggvény helyi minimuma, akkor
fejezd ki a paraméterek segitségével az Mm kifejezést!

b) Ha -2 a fuggvény nullahelye, hatarozd meg p és g értékeit ugy, hogy
M —m =4 teljesuljon!

Megoldas:
a) Mivel f'(x)=3x*+p, ezért

f'(x)=0,azaz 3x*+ p =0, ebbsl x,, ==,/ 3p a stacionarius pontok, ha p <0.
6X

(x)
= —>0 ahonnan m=f_| [ZP|=ZP 7P /7P
3 3 V3 3
_1/_p - 6/-2 <0, ahoman M=t _ |- |2 =R 7P _p 1P 1 q
3 3 3 3V 3 3
Ekkor
2
Mm=| g+ _p -P q_z_p —pP -2 4p (__p]
3V 3 3 V3 9 L3

i 4p’
vagyis Mm=g° +——.
gy q + 7

f"(x)

m

b) f(-2)=0 = (-2)'-2p+q=0 = q=2p+8

o e - (1
3 P

innen 27 =—p?, illetve p=3/-27.
Mivel peR,igy p=-3ésq=2.
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A X. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
DIJAZOTTJAI

évfolyam

. Makan Albert, Szervo Mihaly Altalanos Iskola, Muzslya, 1. dij

. Kovéacs Imola, Sonja Marinkovi¢ Altalanos Iskola, Nagybecskerek, 11. dij
. Csizmadija Klaudia, Majsai Gti Altalanos Iskola, Szabadka, I1. dij

. Lazar Jalia, Sonja Marinkovi¢ Altalanos Iskola, Nagybecskerek, 111. dij

. Szvoreny Viktor, Novak Radonji¢ Altalanos Iskola, Mohol, I11. dij

. Bujdos6 Tamas, Petar Kogi¢ Altalanos Iskola, Temerin, dicséret

. Balind Valentin, Petar Kogi¢ Altalanos Iskola, Temerin, dicséret

. évfolyam

. Sz6gi Evelin, Kis Ferenc Altalanos Iskola, Orom, 1. dij

. Fenyvesi Abigél, Stevan Sremac Altalanos Iskola — November 11, Zenta, 1. dij
. Szalaji Natalis, Miroslav Anti¢ Altalanos Iskola, Palics, I1. dfj

. Korhecz Réka, Miroslav Anti¢ Altalanos Iskola, Palics, I1. dij

. Fa David, Majsai Gti Altalanos Iskola, Szabadka, I1. dij

. Toldi Teoddra, Csokonai Vitéz Mihaly Altaldnos Iskola, Felséhegy, 111. dij

. Molnar Aurél, Oktober 10. Altalanos Iskola, Horgos, I11. dij

. Tot Szamanta, Kokai Imre Altalanos Iskola, Temerin, dicséret

. Vrbaski Viktor, Jovan Miki¢ Altalanos Iskola, Szabadka, dicséret

. Erdélyi Valentina, Miroslav Antié¢ Altalanos Iskola, Palics, dicséret
. Csipak Noémi, Jovan Popovi¢ Altalanos Iskola, Csdka, dicséret
. Soros Vince, Miroslav Anti¢ Altalanos Iskola, Palics, dicséret

évfolyam

. Kérosi Agota, Miiszaki Kozépiskola, Ada, I. dij

. Apré Alexandra, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
. Dob6 Mérk, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

. Kélméan Szilard, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

. Borsos Teodora, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij
. Terhes Balazs, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij

. Horti Katalin, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

. Szkocsovszki Zsolt, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, I11. dij

. Mucsi Edina, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, dicséret

. Dodony Rébert, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret

. Kozék Santa Vivien D0ra, Szarits Janos Miiszaki Kozépiskola, Szabadka, dicséret
. Juhész Bence, Bolyai Tehetseggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, dicséret
. Zelenka Fléra, Becsei Gimnazium, Obecse, dicséret

. Francia Edina, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret

. Dedk Irén, Svetozar Markovié Gimnazium, Ujvidék, dicséret

. Gavddi Vanda, Miiszaki K6zépiskola, Ada, dicséret

. Szabd David, Dositej Obradovi¢ Gimnazium, Topolya, dicséret

. Berec Judit, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, dicséret

. Szabd Emilia, Szarits Janos Miiszaki Kozépiskola, Szabadka, dicséret

. Varga Somogyi Arpad, Svetozar Markovié¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret
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10. évfolyam

. Szilagyi Krisztina, Jovan Jovanovi¢ Gimnazium, Ujvidék, 1. dij

. Kovacsics Florian, Svetozar Markovié Gimnazium, Ujvidék, 1. dij

. Vrébel Méaté David, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, 1. dij

. Kanalas David, Matematikai Gimnazium, Belgrad, I1. dij

. Kovacsics Viola, Svetozar Markovié Gimnazium, Ujvidék, 111. dij

. Téglas Ervin, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij

. Csipak Levente, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij
. Turi Erik, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

. Pletikoszity Arpad, Svetozar Markovié¢ Gimnazium, Szabadka, dicséret

10. Kiss Tamas, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, dicséret
11. Patarica 11dikd, Svetozar Markovié Gimnazium, Ujvidék, dicséret

12. Zita Renata, Szarits Janos Miiszaki K6zépiskola, Szabadka, dicséret

O©oOo~NOoO Ol WwN -

11. évfolyam

1. Szilagyi Déniel, Jovan Jovanovi¢ Gimnazium, Ujvidék, 1. dij

2. Horti Krisztina, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
3. Biré Dominik, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

4. Tokity Rudolf, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
5. Méteffy Kristof, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij
6. Major Kristof, Svetozar Markovié Gimnazium, Ujvidék, dicséret

12. évfolyam

1. Balzam Henrietta, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
2. Skultéti Anikd, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
3. Pletikoszity Johanna, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, dicséret

4. Bakos Evelin, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, dicséret

5. Gyorgyevics Elvira, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
6. Ordog Emese, Becsei Gimnazium, Obecse, dicséret
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FELADAT TIPUSOK

Szamok szamjegyei: 1/9/1, 111/9/4, 111/12/1, IV/9/2, IV]10/2, V1912, V1/9/3, V1/11/2,
VI1/8/2, VI1/8/3, VII/10/2, V11/9/2, XI7/3, X/10/4

Halmazok: 1/9/2, V1/9/1, VI1/9/1

Szamelmélet: 1/9/3, 1/12/5, 11/9/1, 11/9/2, 11/10/1, 11/12/1, 11/12/2, 111/9/4, 111/10/2,
111/10/3, 11/10/5, 11/11/4, 111/12/1, VI9/2, VI9/3, VI10/3, VI11/3, VI1/9/2, V1/9/3,
VI/11/2, VII/8/3, VIII/8/3, VIII/10/1, VIIN/11/1, IX/8/3, 1X/10/2, X/8/2, X/9/3, X/10/1
Geometria — haromszog: 1/9/4, 1/9/5, 1/10/4, 1/11/3, 1/11/4, 11/9/5, 11/10/1, 11/11/4,
11/12/5, 11/9/1, 111/9/3, 111/10/4, 111/11/2, 11/12/5, IV/9/3, VI12/4, \V11/8/4, V11/9/4,
VI1/8/4, VIT/9/3, VIII/10/3, 1X/12/1, XI7/2, X/8/3, X/12/3

Skatulya-elv: 1/10/1, 111/9/2,

Szélséérték: 1/10/2, 11/10/3, 11/12/1, IV/12/2, VI1/12/4, 1X/12/4,

Geometria — hurnégyszog, érintonégyszog: 1/10/3, 1/12/3, 11/10/3, V11/11/3,
VI111/12/3, 1X/10/3,

Egyenlotlenség, egyenlétlenség-rendszer: 1/10/5, 11/9/3, 11/10/2, 11/11/2, 11/11/3,
111/9/1, 111/10/1, 1M1/11/1, 1\V/10/3, V/12/2, V11/10/4, V111/10/1

Egyenlet, egyenletrendszer: 1/11/2, 1/12/1, 11/9/1, 11/10/1, 11/10/4, 11/11/1, 11/12/1,
IV/9/1, IV/10/1, IV/11/2, IV/11/3, IV/12/3, V/10/2, VI11/2, V1/10/2, VI1/11/2,
VI/11/3, VI1/12/3, VII/11/4, VII/12/2, VIII/8/3, VIII/12/1, IX/7/4, 1X/11/2, 1X/12/1,
X[I714, X/8/2, X/9/3, X/10/2, X/11/2, X/12/1

Flggvények: 1/11/1, 11/12/1, VI9/3, V/12/3, X/11/1, X/12/4

Trigonometria: 1/11/4, 11/10/5, 11/11/5, IV/11/3, IV/12/3, VI1/12/3, V11/11/3, VI1I/12/1,
VII/11/1, 1X/11/2, 1X/12/1, X/11/4

Szamtani és mértani sorozatok: 1/12/2, 11/10/5, 11/12/5, 111/12/3, 1\V/12/4, V111/12/4,
IX/12/3

Logikai feladat, grafok: 111/9/2, 111/11/3, 11/12/2, 1\V/9/1, I\V/10/1, VI9/1, V/11/1,
V/12/1, VI/9/1, VI/11/1, V1/12/1, V11/8/1, VII/9/1, VII/10/1, VII/11/1, VII/12/1,
VII/8/L, VB2, VIIOIL, VIILO/L, IX/7/2, IX/8/1, IX/8/2, 1X/9/3, 1X/9/4, X/7/1,
X[I714, X/9/1, X/9/4,

Geometria — kocka, tetraéder, gala: 1/11/5, 1/12/4, 11/11/5, 111/11/1, 1\V/11/4,
VI/11/4, 1X/12/4, X/11/3

Geometria — sokszog: 111/11/5, X/9/2

Sorozatok: 111/12/4, IX/7/2

Teruletszamités, tertletlefedes: 111/12/4, 1X/8/4

Algebrai atalakitas: 11/10/4, 1\V/9/4, IV/11/1, VI10/2, VII/12/4, V111/12/4, 1X/10/4,
X/12/1

Geometria — korok, érinték: 1\V/10/4, V//10/4, V11/10/3, 1X/10/3, X/10/3
Analitikus geometria: 1V/12/1, VII/12/3,

Geometria — gomb: 1V/12/2

Geometria — téglalap, paralelogramma: V/9/4, V1/9/4, V1/9/4, 1X/9/2
Térfogatszamitas: V/11/4, V1/12/4, 1X/11/4, X/11/3

Osszeszamlalasi problémak: 11/9/4, 11/12/4, V1/9/3, VII/9/3, 1X/7/1, IX/7/3
Szamtani és mértani kdzép: VI111/11/4, 1X/8/2,

Komplex szamok: 1X/10/4
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FEKETE MIHALY (1886-1957)

Fekete Mihaly 1886. julius 19-én sziletett Zentan. Eredeti csaladi neve Schwarz volt.
Elemi és kdzépiskolai tanulmanyainak befejezése utan a budapesti és a goéttingai
egyetemeken tanult matematikat. Az egyetem elvégzése utdn mint tehetséges
matematikus Beke Mano professzor tanszékére keriilt. Par évi tanarsegédi miikodés
utan a Tanacskoztarsasag alatti magatartasa miatt allasatol megfosztottak, sét még a
Matematikai es Fizikai Tarsulat is torolte tagjai sorabdl. Ezutan kdzépiskolai
tanarként mikodott. Elészor a budapesti Nagymezd utcai polgéri iskoldban kapott
allast. Ebben az iskolaban 1919-ig, majd igen révid ideig a VVaci utcai és a Prater utcai
leAnygimnaziumban tanitott, &m innen is elbocsatottak. 1925-t61 a budapesti izraelita
hitk6zség filgimnaziumanak tanara lett, egészen 1928-ig, amikor két egyetemtdl is
kapott professzori meghivast. O a Jeruzsalemi Egyetem matematika tanszékének
meghivasat fogadta el, amelynek késébb dékanja is volt. A meghivast Hadamard és
Landau is szorgalmazta, mert jol ismerték és nagyra értékelték Fekete Mihaly
munkassagat. Fekete Mihaly a Jeruzsalemi Egyetem tanara volt elhunytaig.

.Fekete Mihalyt sajnos személyesen nem ismerhettem. Volt tanitvanyai,
ismerdsei, baratai, elsésorban Balint Elemér elbeszélései alapjan azonban olyan
kép rajzolédott elém, amely azt mutatta, hogy Fekete Mihaly nemcsak kivalo és
tehetséges matematikus volt, hanem igen jo pedagogus, nagyszeri eléado is.
Egyénisége pedig, emberi jo tulajdonsagai miatt, mindenki szdméra, aki ismerte,
rendkiviil megnyeré volt. Fekete Mihaly egyike volt Fejér Lipdt azon
tanitvanyainak, akik matematikai munkassagukkal nagy elismerést szereztek
maguknak. Tobb dolgozatabol Kkitiinik, hogy tanaratél, Fejér Lip6ttol kapott
inditékot egy-egy probléma vizsgalatdhoz. Fekete Mihdly legjelentésebb és
egyben legismertebb eredményei a ponthalmazok elmélete, az algebra és a
komplex fuggvénytan hatarteriletéhez tartoznak. Igen értékes és szép
eredményeket ért el azonban a Fourier-sorok elméletében, a divergens sorok
a szamelméletben is” — irta réla Balazs Janos a Matematikai Lapokban, 1958-
ban.

Ratz LaszI6 matematikatanar javaslatara, Fekete Mihaly volt Budapesten a gimnazista
Neumann Janos egyik magantanara. Még az érettségi el6tt a zsenialis ifji Neumann
(18 éves koraban) tehetséges tanaraval, Fekete Mihallyal, k6zdsen irt és jelentetett
meg tudoményos dolgozatot. A Neumann Jéanossal kozdsen irt dolgozata Fekete
Mihaly irodalmi miikodésének 11. évében jelent meg, s ez a 19. publikalt tanulmanya.
A megjelenés idején, 1922-ben, Neumann Janos mar Berlinben egyetemi hallgatd
volt. Az 1922. évi nyomdaba kiildést megerdsiti az a tény is, hogy a tanulmany
bevezet6jében Fejér Lipot 1922. évi egyik cikkére is hivatkoznak. Fejér LipOt egy
problémajat az an. Fekete-féle pontok segitségével oldotta meg. Egyébként Fekete
Mihaly magéanyos alkot6 volt, csak nehany esetben kozolt kozos cikket Szegd
Géborral, C. E. Win-nel és J. L. Walshsel. Neumann-nal nem publikalt tébb kdz6s
miivet. Azonban Neumann két esetben is altalanositotta Fekete tételeit.

Fekete Mihaly 1957. majus 13-an hunyt el Jeruzsalemben.

Irodalom

1. Természet Vildga, Neumann-emlékszam, 134. évf. 2003. Il1. kiilénszam

2. Filep Laszl6:4 Bolyaiaktdl Erdds Palig, Nyari Akadémia, Szabadka, 2003. augusztus 4.
3. Sain Marton, Matematikatorténeti ABC, Tankdnyvkiadd, Budapest, 1978.

4. Balazs Janos, Fekete Mihaly munkassagarol, Matematikai Lapok, 1958. 3-4. sz.
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ANEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENYEK
TORTENETE

»A magyar irodalom 6taga sip, 6sszehangolhatatlan. Eléri még vajon a mi
nemzedékiink, hogy egy j6 munka mind e nemcsak kilon-kulon, de masként sz6l6
sipot egyszer ismét dsszehangolja, illetve az elduguléastdl megmenti?” (lllyés Gyula)

Az 1991. évi jubileumi szegedi Ratz Laszld6 Vandorgytilésen vetddott fel eldszor —
Bencze Mihaly brassdi és Olah Gyorgy komaromi matematikatanarok részér6l — olyan
kozépiskolai matematikaverseny szervezésének gondolata, amely lehetdséget ad arra,
hogy a Karpat-medence magyar anyanyelvli didkjai Osszemérhessék tudasukat.
Elképzelésiiket talan Dsida Jend Psalmus Hungaricus cimil versének soraival lehetne
leginkabb jellemezni, amelyek refrénként térnek vissza a versenyeken:

»Elindulok, mint egykor Csoma Sandor,

hogy felkutassak minden egy magyart.

Székelyek, ott a bércek szikla-mellén,

uljetek mellém!

Magyarok ott a Tisza partjan,

magyarok ott a Duna partjan,

magyarok ott a tot hegyek kozt

s a bacskai sz6l6hegyek kozt,

uljetek mellém!”

Az elhatdrozast tett kovette. Az Otagu-sokagu sip Illyés-i szellemében, a nagyon
hianyz6 j0 munka elvégzésének reményében kerilt megrendezésre 1992-t61 a
Nemzetkdzi Magyar Matematikaverseny, évente 200-300 Karpat-medence-i
magyarajki diak és tanar részvételével. Létrejottét és hagyomannyad valasat a
régiovezeték aldozatos munkaja tette Iehetévé: a Délvidéken Szabd Magdaé,
Erdélyben Bencze Mihalyé, a Felvidéken Olah Gyorgyé és Keszégh Istvané,
Kaérpéataljan Elek Erndé, Neubauer Ferencé es Balazsi Borbaldé, Magyarorszagon
Urban Janosé és Pintér Ferencé. A versenyek eddigi helyszinei: Komarom (1992),
Vac (1993), Ungvar (1994), Paks (1995), Székelyudvarhely (1996), Kaposvar (1997),
Szabadka (1998), Debrecen (1999), Dunaszerdahely (2000), Nagykanizsa (2001),
Sepsiszentgyérgy (2002), Eger (2003), Nagydobrony (2004), Miskolc (2005), Zenta
(2006), Szeged (2007), Kassa (2008), Gyula (2009), Szatmarnémeti (2010), Bonyhad
(2011), Kecskemét (2012), Gyor (2013).

E rangos nemzetkdzi megmérettetést harom fontos tényezé mozgatja és koti 0ssze: az
anyanyelv, a matematika szeretete és tisztelete, valamint a talalkozokon sziilet6 vagy
megerdsodo baratsag. A Nemzetkdzi Magyar Matematikai Verseny lehetdséget ad az
egységes magyar matematikai nyelv megteremtésére, a szabadidds programjanak
szerves részét képezd kirandulds pedig alkalmat ad a kiilonboz6 orszagok magyarlakta
tajainak, kultarajanak, torténelmének és szokasainak megismerésere.

Az elsb rendezvényen, melynek szinhelye Eszak- és Dél-Komarom volt, Reimann
Istvdnnak, a zsiiri eln6kének zardszavai a kovetkezOk voltak: ,,A két helyszin kozotti
Duna-hidon naponta tébbszor is atkelve éreztiik igazan, hogy ez a hid tgy kapcsolhat
ossze embereket és orszagokat, ahogyan azt a jové Europdjaban elképzeljiik.”

Az immar husz éve megrendezésre keriild verseny valdban orszagokat és embereket
kot 6ssze, s er6sen hissziik, hogy ,,.Csak miivelt nemzet tarthatja fenn magat Eurdpa
népei kozott, tehdt a nemzet jovoje kulturdlis elére haladasatol fiigg.” (E6tvos Jozsef)
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