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BEVEZETO

A Fekete Mihaly Emlékverseny masodik évtizedének dontds feladatsorait
tartja kezében illetve olvassa a képerny6jén a kedves olvaso.

Ez a verseny az egyetlen vajdasagi szervezésli és szintii matematikaverseny,
amelyen magyarul tudé didkok vehetnek részt. A tanuldk Gsszemérhetik tudasukat
tarsaikkal és ezaltal is felkésziilhetnek hazai és nemzetkdzi matematikaversenyekre. A
verseny egyben a Nemzetkdzi Magyar Matematikaverseny vélogatoversenye. A
legjobb versenyzok alkotjak azt a csapatot, amely a vajdasagi magyarsagot képviseli
ezen a megmérettetésen. A verseny haromfordulos: a két levelezd fordulot a
legjobbak megméretéseként egy zarthelyi rendszerli, feladatkidolgozos fordulo, a
donté koveti, amelyre altaldban november végén, december elején keriil sor. A
dontében a versenyzéknek 120 perc alatt kell négy feladatot megoldaniuk. A 2013 és
2022 kozott megrendezett dontok feladatsorait €s megolddsait tartalmazza ez a
kiadvany.

A Fekete Mihaly Emlékversenyt 2003 6ta rendezik meg. Az elsét az Eszak-
bacskai Magyar Pedagogusok Egyesiletének égisze alatt szervezte Szabd Magda
matematikatanar. A verseny ezutan atkoltozott Szabadkéardl Zentdra, az Ujonnan
megalakuld Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium helyiségeibe. Ekkor
valt a Gimnazium a hivatalos szervezjévé a Bolyai Farkas Alapitvany
kozremiikddésével. A versenybizottsag elndke kozel 20 évig dr. Péics Hajnalka volt,
majd 2021-ben dr. Agé Krisztina vette at a stafétat. Kezdetben a Verseny csak a
kozépiskolds didkokat szolitotta meg, de 2009-t61 a nyolcadikosokat, 2011-t6l a
hetedikeseket, 2014-t61 pedig az 6todikeseket és hatodikosokat is bevonta. Ezzel a
bovitéssel a dontd résztvevoinek a szama a szazat is meghaladja. Az Emlékverseny
nem csak versenyzésre ad alkalmat, hanem baratkozasra és Uj ismeretek szerzesére is.

Ezlton szeretnénk kdszonetet mondani mindazoknak, akik az elmult tiz évben
tdmogattak bennlinket, ezek pedig a koOvetkez6k voltak: els6sorban a Bolyai
Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, ahol minden évben zokkenOmentesen
megszervezhettik a versenyt, kdszonettel tartuzunk tovabbd az Ingenium
Alapitvanynak, a Szekeres Laszl6 Alapitvanynak, a Magyar Nemzeti Tanacsnak, a
Zentai Onkormanyzatnak, a Tartomanyi Oktatasi Titkarsagnak, a Tartomanyi Sport és
Ifjusagi titkarsdgnak az anyagi segitségért, valamint a Szegedi Egyetem Bolyai
Intézetének és a Karpat-medencei Tehetségkutatd Alapitvanynak a felajanlott konyv-
és ajandékkcsomagokért.

Reméljik, hogy a kiadvanynak hasznat veszik ugy a tanulok, mint a felkészito
tanérok. Sziviigylnknek tekintjik a verseny sorsat. Nagyon oriiliink, hogy az els6 tiz
év versenyeit tartalmazd kotet utan sikeril megorokitenink a verseny masodik
évtizedét is, és bizunk benne, hogy ez a hagyomany tovabb folytatodik a jovoben is.

2023 novembere
a Szerzok
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Xl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2013. november 30.

7. évfolyam

1. Amikor iskolank 2000 méteres futoversenyének gyoztese atszakitja a
celszalagot, Mari 200 meterrel, Bozsi 290 méterrel van mdgotte. Ha mindkeét
lany eddigi atlagsebességének megfelel6 egyenletes sebességgel fut tovabb, akkor
Mari célba érkezésekor hany méterrel lesz mogotte Bozsi?

2. Az ABC haromszdg B csucsanal 1évé szog 121°-0s, mig a C csucsanal 1évé
sz6g 31°-0s. Az A csucsbol bocsassunk merdlegest a BC oldalegyenesre, és az
igy kapott metszéspontot nevezzik T-nek. Az A csucsnal Iévé belsé szog
szogfelezdje a BC oldalt a D pontban metszi. Mutassuk meg, hogy | AT |HTD|.

3. Egy négyfordulés matematikaverseny elsé fordulojabdl a tanulok 25%-a, a
masodik forduldébdl a versenyben maradt tanulok egyharmada, a dontébe pedig
ezek fele jutott tovabb. Ha az elsé fordulobél a versenyzék egyharmada, onnan
tovabb a 25%-uk, majd a dontébe ezek fele jutott volna be, akkor a verseny
folyaman 24 dolgozattal kellett volna tobbet javitani. Hany tanul6 indult a
versenyen?

4. Az A, B, C és D pontokat az abran lathato modon vonalakkal kétottik
0ssze, majd mind a négy pontot és mind a 6 vonalat a kdvetkezé szamokkal
jeloltuk: 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9 és 11 (a 10-est kihagytuk). Mindegyik szamot
pontosan egyszer hasznaltuk fel. Barmelyik két pontban levé szadmok 0sszege
egyenlé az adott két pontot 6sszekdté vonalon levé szammal. Az AB vonalon a 9
-es szam van (lasd az abrat). Melyik szammal van jel6lve a CD vonal?

C

A 9 B

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!



Xl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2013. november 30.

8. évfolyam

1. Egy négyfordulés matematikaverseny elsé fordulojabol a tanulok 25%-a, a
masodik fordulébdl a versenyben maradt tanulok egyharmada, a dontébe pedig
ezek fele jutott tovabb. Ha az elsé fordulobdl a versenyzok egyharmada, onnan
tovabb a 25%-uk, majd a dontébe ezek fele jutott volna be, akkor a verseny
folyaméan 24 dolgozattal kellett volna tébbet javitani. Hany tanulo indult a
versenyen?

2. A Csupa-Csoki belga édességboltba 10 kulonleges csokidesszerttel megrakott
doboz érkezett. Minden dobozba ugyanannyi darab csokidesszertet csomagoltak,
de mindegyikbe kiilonb6zo fajtat. Az elado az els6 dobozbdl eladott valamennyi
csokidesszertet, a masodikbdl kétszer annyit, mint az elsébé6l, a harmadik
dobozbdl hiaromszor annyit, mint az elsébdl, és igy tovabb, a tizedik dobozboél
tizszer annyit, mint az elsébdl. Ekkor a tizedik dobozban csak egy csokidesszert
maradt, a dobozokban pedig 6sszesen 370 darab. Hany csokidesszert volt a
dobozokban a vasarlas elott?

3. Az abran lathatd 12 cm atmérdji korben a

szlirke tartomanyt olyan félkorivek hataroljak

melyek sugarainak mérdszama egész szam. A B
Hatarozd meg a szlrke és a fehér tartomany

tertletének aranyéat!

4. Az abran lathatd négyzetracs kozepe Kilyukadt.
Hanyféleképpen tudnal elhelyezni 6 babut az épen maradt
négyzetekre Ugy, hogy minden sorban, minden oszlopban és
mindkét atloban pontosan egy legyen?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
7



Xl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2013. november 30.

9. evfolyam

1. A Csupa-Csoki belga édességboltba 10 kildnleges csokidesszerttel megrakott
doboz érkezett. Minden dobozba ugyanannyi darab csokidesszertet csomagoltak,
de mindegyikbe kiilonb6z6 fajtat. Az elad6 az els6é dobozbol eladott valamennyi
csokidesszertet, a masodikbdl kétszer annyit, mint az els6bé6l, a harmadik
dobozbol hadromszor annyit, mint az elsébél, és igy tovabb, a tizedik dobozbdl
tizszer annyit, mint az els6bél. Ekkor a tizedik dobozban csak egy csokidesszert
maradt, a dobozokban pedig 6sszesen 370 darab. Hany csokidesszert volt a
dobozokban a vasarlas elétt?

2. Mici Macko felirt a tablara harom kiilonb6z6 szamjegyet. Azt a feladatot adta
Malackanak, hogy az elsé két szamot szorozza ossze, a szorzatot pedig ossza el a
harmadikkal. Malacka nagy buzgalmaban felcserélte a miiveleteket, ezért a
helyes 16 eredmény helyett a masodik szamot kapta. Mely szdmokat irta fel Mici
Macko a tablara?

3. Az abran lathatd négyzetracs kozepe Kilyukadt. Hanyféleképpen tudnél
elhelyezni 6 babut az épen maradt négyzetekre Ugy, hogy minden sorban,
minden oszlopban és mindkét atléban pontosan egy legyen?

4. Az ABC derékszogii haromszogben az atfogo hossza 20 cm. A haromszdg
beirt korének r és koréirt korének R sugara ugy aranylanak egymashoz, mint
2:5. Szamold ki a haromszog keruletét és teruletét!

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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Xl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2013. november 30.

10. évfolyam

1. Anna egy piros, egy fehér és egy zold szinii dobékockaval jatszott. Feldobta a
kockakat, majd a kovetkezo eljarassal szamolta ki a dobas pontértékét: a piros
kockéval dobott szamot megszorozta 5-tel, majd hozzdadta a fehér kockaval
dobott szamot. Az igy kapott eredményt megszorozta 10-zel, majd hozzaadta a
z6ld kockéaval dobott szamot. A kapott eredmény lett a dobéas pontertéke.

a) Egy alkalommal a dobas pontértéke 276 volt. Melyik kockaval hanyat dobott
ekkor Anna?

b) Egy alkalommal a piros, fehér és zold kockéval dobott szamok ebben a
sorrendben egymast koveto egész szamok voltak. Kaphatott-e ilyen dobassorozat
esetén pontértékre primszamot? Hany esetben?

2. Az ABCD téglalap oldalai AB=18cm, AD=6 cm. A téglalap AB oldalara,
mint amérére kort rajzoltunk, amely a téglalap AC atlgjat a P pontban, BD
atlojat pedig a Q pontban metszi. Szamitsd ki az ABPQ trapéz teruletét!

3. Egy 1-es, egy 2-es, egy 5-0s és n darab 4 -es mindegyikének felhasznalasaval
képeztik az 6sszes n+3 jegyii szamot. Ha tudjuk, hogy a kapott szimok kozott
4 -gyel oszthatébol 60 -nal tébb van mint 5-tel oszthatdbdl, akkor mennyi n
értéke?

4. Add meg a valés szamparok halmazan a kovetkezé egyenletrendszer
megoldashalmazat:

1 1 36
—+—1:xy, 2xy+x+y=€.
1+Xx 1+

X

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!



Xl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2013. november 30.

11. évfolyam

1. Az ABC haromszdg BC oldalan O egy olyan kér kézéppontja, amely az AB
oldalt N pontban, AC oldalt M pontban érinti. Bizonyitsd be, hogy a BM, a
CN és az ABC haromsz6g A csucsahoz tartozO magassagvonal egy kozos
pontban metszik egymast!

2. Legyenek az «, f, y olyan szogek, hogy fS=a+60°, y=/£+60°. lgazold,
hogy a tga-tgB+1tgps-tgy +tgy - tgar kifejezes értéke egész szam!

3. lgazold, hogy (\/§+\/§)2014+(\/§—\/§)2014 pozitiv egész szam, és add meg a
szam utols6 szamjegyét!

4. Oldd meg a val6s szamok halmazan az x°%% +3°%Y* =12 egyenletet!

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.
Jo munkat!
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Xl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2013. november 30.

12. évfolyam

1. A 2013 szam olyan, hogy a 0, 1, 2,..., 9 szdmjegyek kozul négy szomszédos
alkotja (nevezetesen a0, 1, 2 és 3) valamilyen sorrendben.

a) Hany olyan négyjegyii szam van, amelyet négy szomszédos szamjegy alkot
valamilyen sorrendben?

b) Ha az 6sszes ilyen szamot 6sszeadjuk, hanyas szam all az 6sszegben az egyesek
helyén?

2. Oldd meg a val6s szamok halmazan az x'%* +3°%=¥ =12 egyenletet!

3. Bizonyitsd be, hogy a harnégyszog koré irt kor barmely P pontjanak a
hurnégyszog két szemkozti oldalatol mért tavolsaganak a szorzata egyenlé a
masik két oldaltol mért tavolsagok szorzataval!

4. A hét torpe elhatarozza, hogy Mikulaskor megajandékozzadk egymast.
Mindegyikik nevét felirjak egy cetlire, és mindegyikik huz egy nevet. A
sorsolast akkor nevezzik jonak, ha senki sem hlzza a sajat nevét. Hany jo
sorsolas lehetséges?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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A XI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

7. evfolyam

1. Amikor iskolank 2000 méteres futéversenyének gyoztese atszakitja a
ceélszalagot, Mari 200 méterrel, Bozsi 290 meterrel van mogotte. Ha mindkét
lany eddigi atlagsebességének megfelelo egyenletes sebességgel fut tovabb, akkor
Mari célba erkezésekor hany méterrel lesz mogotte Bozsi?

Megoldas. A gy6ztes célba érkezésének pillanataban amig Mari 1800 métert tett
meg, addig Bozsi 1710 métert. Mennyit tesz meg Bozsi, mire Mari célba ér? Egyenes
aranyossaggal megkapjuk a valaszt:

1800:1710=2000: x,
ahonnan x =1900, azaz B6zsi 100 méterrel lesz lemaradva.

2. Az ABC haromszdg B csucsanal 1évé szog 121°-0s, mig a C csucsanal 1évé
sz6g 31°-0s. Az A csucsbol bocsassunk merdlegest a BC oldalegyenesre, és az
igy kapott metszéspontot nevezzik T-nek. Az A cstcsnal 1évé belsé szog
szogfelezdje a BC oldalt a D pontban metszi. Mutassuk meg, hogy | AT |HTD|.

Megoldés. Az allitds bizonyitdsahoz elég megmutatni, hogy ADT ./ =45°, mert
akkor az ADT derékszogii haromszog egyenld szar, amibdl kovetkezik az allitas.

T B D C

A

Az ABCa belsé szogeinek 0sszege 180°, igy BAC£=180°—-121°—31°=28°. Mivel
AD szogfelezd, igy DAB/=14°. A belsd szogek Osszege miatt az ADB
haromszdghen ADB./ =180°-121°-14°=45°, és ebbdl kovetkezik az allitds, hogy
ADT £ =45°, azaz | AT |[HTD|.

3. Egy négyfordulés matematikaverseny elsé fordulojabdl a tanulok 25%-a, a
masodik fordulobdl a versenyben maradt tanulok egyharmada, a dontobe pedig
ezek fele jutott tovabb. Ha az elsé fordulobodl a versenyzok egyharmada, onnan
tovabb a 25%-uk, majd a dontébe ezek fele jutott volna be, akkor a verseny
folyaméan 24 dolgozattal kellett volna tébbet javitani. Hany tanul6 indult a
versenyen?

12



Megoldas. Legyen a versenyzok szama n. Készitslink tablazatot!

. | Versenyzok szama Versenyzok szama
elese l. eset 11. eset
1. n n
n n
2. — -
4 3
n 1 nl
4 3 3 4
; nll nll
' 4 3 2 4

Vegyiik észre, hogy csak a masodik forduloban van eltérés a versenyzok szamaban.

Mivel a mésodik esetben 24 -gyel tobb dolgozat van: 2—2 =24, azaz n=288.

4. Az A, B, C és D pontokat az abran lathato modon vonalakkal kétottik
0ssze, majd mind a négy pontot és mind a 6 vonalat a kdvetkezé szamokkal
jeloltik: 1, 2, 3, 4,5,6,7, 8,9 és 11 (a 10-est kihagytuk). Mindegyik szamot
pontosan egyszer hasznaltuk fel. Barmelyik két pontban levé szamok 6sszege
egyenlé az adott két pontot 6sszekdté vonalon levé szammal. Az AB vonalon a 9
-es szam van (lasd az abrat). Melyik szammal van jel6lve a CD vonal?

Megoldés. Az egy pontra illeszked6é vonalakra irt harom kiilonb6z6é szam mindegyike
nagyobb a pontra irt szamnal. Ezek szerint sem a 8-as, sem a 11-es nem Ker(lhet
pontra, mert nincs a felsorolt szamok kodzott naluk nagyobb harom kiilonb6z6 szam,
igy a 8-as és a 11-es is kizardlag vonalra ker(lhet.

Az 1-es szdm nem Kerllhet a 9-cel jelzett vonal egyik végpontjaba sem, mert akkor a
masikban csak 8-as lehetne, méarpedig a 8-ast vonalra kell irnunk (az imént
levezettiik). Irjuk az 1-est a C pontba. A
11-es vonalra kerul, de nem olyanra,
amelynek egyik végén 1-es van, mert
akkor a maésik végén 10-esnek kellene
lenni, ilyen szam pedig nincs. Irjuk hét a
11-esta BD vonalra.

Most keressiink helyet a 2 -esnek. Csak
pontra kerllhet, mert ,vonalszamnak”
Kicsi. A 2-es nem kerllhet a 11-es vonal egyik végére sem, mert akkor a masikra 9-
es kerilne, ezt a szamot viszont mar rogzitettiik egy vonalhoz. Ezek szerint a 2 -es
csak az A pontba keriilhet. Innentdl mar egyértelmiien kovetkezik a szamok beirasa:
9-2=7-es a B pontba, 7+1=8-as a BC vonalra, 2+1=3-as az AC vonalra,
11-7=4-esa D pontra, 4+2=6-0s az AD vonalra, és 4+1=5-0s a CD vonalra.
A fenti eljaras sordn csak az 1-es és a 11-es helyét valaszthattuk volna meg mésként,
de abban az esetben is 5-0s kerilt volna a CD vonalra, és a kapott tetraéderek a
hozzarendelt szamokkal egylitt egymasba vihetdk lettek volna.

13



8. évfolyam

1. Egy négyfordulés matematikaverseny elsé forduléjabol a tanulok 25%-a, a
masodik fordulobol a versenyben maradt tanulok egyharmada, a dontobe pedig
ezek fele jutott tovabb. Ha az elsé fordulobol a versenyzok egyharmada, onnan
tovabb a 25%-uk, majd a dontébe ezek fele jutott volna be, akkor a verseny
folyaméan 24 dolgozattal kellett volna tébbet javitani. Hany tanuld indult a
versenyen?

Megoldas. Legyen a versenyzOk szama n. Készitsiink tablazatot:

. | Versenyzok szama Versenyzok szama
Aol l. eset 11. eset
1. n n
n n
2. — —
4 3
nl n1i
3. —— ——
4 3 3 4
; nll nll
' 4 3 342

Vegyuk észre, hogy csak a masodik forduloban van eltérés a versenyzok szamaban.

Mivel a mésodik esetben 24-gyel t6bb dolgozat van: g-% =24, azaz n=288.

2. A Csupa-Csoki belga édességboltba 10 kuldnleges csokidesszerttel megrakott
doboz érkezett. Minden dobozba ugyanannyi darab csokidesszertet csomagoltak,
de mindegyikbe kiilonb6z6 fajtat. Az elad6 az els6 dobozbdl eladott valamennyi
csokidesszertet, a masodikbol kétszer annyit, mint az elsébd6l, a harmadik
dobozbdl haromszor annyit, mint az els6bél, és igy tovabb, a tizedik dobozbdl
tizszer annyit, mint az elsébdl. Ekkor a tizedik dobozban csak egy csokidesszert
maradt, a dobozokban pedig 6sszesen 370 darab. Hany csokidesszert volt a
dobozokban a vasarlas el6tt?

Megoldas. A dobozokbdl rendre x, 2x, 3x, ..., 9x és 10x csokidesszertet adtak el.
A tizedik dobozbol 10x csokidesszertet adtak el és egy maradt benne, azaz ebben a
dobozban 10x+1 csokidesszert volt dsszesen. Mivel minden dobozban ugyanannyi
desszert volt, igy 6sszesen 10(10x+1) darab desszert érkezett a boltba, amelybél
eladtak 55x darabot, s igy maradt még 370 darab. Ekkor
10(10x +1) =55x+370,

amelybdl adodik, hogy

100x —55x =370-10, azaz 45x =360,
vagyis x=8. Ebbdél megtudtuk, hogy egy-egy dobozba 10x+1=10-8+1=81
csokidesszertet csomagoltak, tehat minden dobozban ennyi volt a vasarlas elott.
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3. Az abran lathatd 12 cm atméréji korben a
szUrke tartomanyt olyan féelkorivek hataroljak
melyek sugarainak mérdészama egész szam.
Hatarozd meg a szirke és a fehér tartomany
tertletének aranyat! A B

Megoldés. A sziurkével jelolt terlletet osszuk fel 4

részre, az abran lathat6 mddon. Mivel a sugarak

mérdszamai egész szamok, meghatarozhatd, hogy

AC =2,AD =4,CB=10,DB =8,0B = 6,EB = 4,EG = 2.

Minden teriilet egy nagyobb ¢€s egy kisebb félkor teriiletének kiilonbségével egyenld.
Ar © 3r

T=T,=+2_-Z=

Y2 2 2
257 16rx O9rx

T,="0 =20
2 2 2

1 97 4z 5z
2 2 2

A sziirke teruletet jeloljuk T, -szel a fehéret pedig T, -
fel.

T,=T,+T,+T,+T, =107

T, =367-T, =267
T, 267 13

Aranyuk: —=——
T, 107 5

Sz

4. Az abran lathatd négyzetracs kozepe kilyukadt. Hanyféleképpen tudnal
elhelyezni 6 babut az épen maradt négyzetekre ugy, hogy minden sorban,
minden oszlopban és mindkét atléban pontosan egy legyen?

Megoldés. Elészor helyezziink el egy babuat a bal felsé
sarokbol indul6d atlén. Ezt négyféleképpen tehetjik meg.
Ezzel a lépéssel egy sorba és egy oszlopba is keriilt babu, igy
az abran lathatd modon, a satirozott négyzetekre mar nem
helyezhetink mésikat. A méasik atlora mar csak
kétfeleképpen helyezhetink babdt. A harmadik sorban keét
lehetéséglink van, de a negyedikben igy mar nem
valaszthatunk. Ugyanez a helyzet a méasodik és a hatodik
sorban is.

Osszesen tehat 4-2-2-2 =32 féleképpen helyezhetjik el a 6 babt.
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9. évfolyam

1. A Csupa-Csoki belga édességboltba 10 kildnleges csokidesszerttel megrakott
doboz érkezett. Minden dobozba ugyanannyi darab csokidesszertet csomagoltak,
de mindegyikbe kiilonb6zo fajtat. Az elad6 az elsé dobozbol eladott valamennyi
csokidesszertet, a masodikbol kétszer annyit, mint az elséb6l, a harmadik
dobozbol haromszor annyit, mint az elsobol, és igy tovabb, a tizedik dobozbdl
tizszer annyit, mint az elsébdl. Ekkor a tizedik dobozban csak egy csokidesszert
maradt, a dobozokban pedig 6sszesen 370 darab. Hany csokidesszert volt a
dobozokban a vasarlas elott?

Megoldés. A dobozokbol rendre x, 2x, 3x, ..., 9x és 10x csokidesszertet adtak el.
A tizedik dobozbdl 10x csokidesszertet adtak el és egy maradt benne, azaz ebben a
dobozban 10x-+1 csokidesszert volt dsszesen. Mivel minden dobozban ugyanannyi
desszert volt, igy 6sszesen 10(10x+1) darab desszert érkezett a boltba, amelybél

eladtak 55x darabot, s igy maradt még 370 darab. Ekkor
10(10x +1) =55x+370,
amelybdl adodik, hogy
100x —55x =370-10, azaz 45x =360,
vagyis x=8. Ebbdél megtudtuk, hogy egy-egy dobozba 10x+1=10-8+1=81
csokidesszertet csomagoltak, tehat minden dobozban ennyi volt a vasarlas elott.

2. Mici Macko felirt a tablara harom Kkiilonb6zo szamjegyet. Azt a feladatot adta
Malackanak, hogy az elsé két szamot szorozza ossze, a szorzatot pedig ossza el a
harmadikkal. Malacka nagy buzgalméban felcserélte a miiveleteket, ezért a
helyes 16 eredmény helyett a masodik szdmot kapta. Mely szdmokat irta fel Mici
Macko a tablara?

Megoldés. Legyen a tablara felirt harom szdm x, y és z. Ekkor

XY _16 ¢s 5-z:y.
z y

Ervényes, és az elsé egyenldségbol kifejezve z-t és behelyettesitve a maésodik
egyenldségbe adodik, hogy
2

Y a5 2y amelybsl x? =16y .

“16 16

Az utolsd egyenl6ségbdl latjuk, hogy y négyzetszdm, lehetséges értékei tehat 1, 4,
9.

z

. . 1 . ,
y=1esetén x=4¢és z= Ve ami nem lehetséges.
y =4 esetén x=8 és z =2, ami lehetséges megoldas.
. . 27 . .
y=9 eseten x=12 és z = R ami nem lehetséges.

A tablara felirt szamok tehéat 8, 4 és 2.
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3. Az &bran lathaté negyzetracs kozepe Kkilyukadt.
Hanyféleképpen tudnal elhelyezni 6 babut az épen
maradt négyzetekre Ugy, hogy minden sorban, minden
oszlopban és mindkeét atléban pontosan egy legyen?

Megoldas. Elészor helyezziink el egy babut a bal felsd
sarokbol indulé atlon. Ezt négyféleképpen tehetjik meg.
Ezzel a lépéssel egy sorba és egy oszlopba is kerllt babu, igy
az abran lathatdé modon, a satirozott négyzetekre mar nem
helyezhetiink mésikat. A masik atléra méar csak ketféleképpen helyezhetiink babut. A
harmadik sorban ket lehet6ségiink van, de a negyedikben igy mar nem valaszthatunk.
Ugyanez a helyzet a masodik és a hatodik sorban is.

Osszesen tehat 4-2-2-2 =32 féleképpen helyezhetjik el a 6 babut.

4. Az ABC derékszogii haromszogben az atfogé hossza 20 cm. A haromszog
beirt kdrének r és koréirt korének R sugara ugy aranylanak egyméshoz, mint
2:5. Szamold ki a haromszdg keriletét és tertletét!

Megoldas. Jeldlje O az ABC haromszdg beirt korének, S pedig a haromszdg koréirt
korének kodzéppontjat. Legyenek E, F és G, rendre, az O pontbdl a hdromszdg
BC, AC és AB oldalaira allitott mer6leges egyenesek talppontjai. Ekkor érvényesek
a kovetkezok: | AC|=b, |BC|=a, | AB|=c=20cm,

|CF|HCE|HED|HDF|=r, | AF|H AG|=b-r, |BEHBG|=a-r.

A derékszogli haromszog sajatossagabol kovetkezik, hogy R = % =10 cm.

Az r:R=2:5 aranybol kapjuk, hogy r =4 cm.
Tovabba igaz, hogy | AB|H AG|+|GB|=b—r+a—r =20, ezért innen
a+b=20+2r=28cm.

A haromszdg kerllete igy
K=(a+b)+c=28+20=48 cm.
Mivel (a+b)* =a® +2ab +b? és

a’+b®=c?, ezért 2ab=(a+b)’—c?, illetve o —r

2ab =384, azaz ab=192.

A ABC héromszog teriilete tehat
ab 192

T=—="C=96cm?. ”
2 2
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10. évfolyam

1. Anna egy piros, egy fehér és egy zold szinii dobokockaval jatszott. Feldobta a
kockakat, majd a kovetkezo eljarassal szamolta ki a dobas pontértékét: a piros
kockéval dobott szamot megszorozta 5-tel, majd hozzdadta a fehér kockaval
dobott szamot. Az igy kapott eredményt megszorozta 10-zel, majd hozzaadta a
z6ld kockéval dobott szdmot. A kapott eredmény lett a dobés pontértéke.

a) Egy alkalommal a dobéas pontértéke 276 volt. Melyik kockaval hanyat dobott
ekkor Anna?

b) Egy alkalommal a piros, fehér és zold kockéval dobott szamok ebben a
sorrendben egymast koveté egész szamok voltak. Kaphatott-e ilyen dobassorozat
esetén pontértékre primszamot? Hany esetben?

Megoldas. a) Ha (5p+ f)-10+2=276, akkor csak z=6 lehetséges, és ekkor

5p+ f =27, ahonnan csak f =2 és p=5 lehetseges. A piros kockaval tehat 5-06t, a

fehérrel 2 -t a zélddel pedig 6 -ot kellet dobnia.
b) A feltételekbdl az kovetkezik, hogy f =p+1, z=p+2 és p<4. Ekkor a dobott

pontéerték (5p+ p+1)-10+ p+2=61p+12. Ez paros p esetén paros szam, ami nem
lehet prim, tehat p csak paratlan szam lehet, 1 vagy 3. Ha p =1 akkor 61p+12=73,
ami primszam. Ha p=3 akkor 61p+12=195, ami Gsszetett szam. Igy csak egy
dobésban, p=1, f =2, z=3 esetén kapunk a pontértékre primszamot.

2. Az ABCD teglalap oldalai | AB|=18cm, | AD|=6cm. A teglalap AB oldaléara,

mint a&tméroére kort rajzoltunk, amely a téglalap AC atlojat a P pontban, BD
atlojat pedig a Q pontban metszi. Szamitsd ki az ABPQ trapéz teruletét!

Megoldas. A trapéz atloi |AC |=|BD|=+/182+6% =6+10. Az APB haromszog
derékszogii, mert APB/ atmérén fekvé keriileti szog. Legyen | AP|=x, ekkor

= —X. =18"-x" es
|[PC|=610-x. A |BP[’=18-x* & /—\
2
|BP[*=6° - (6\/1_0 - X) osszefiiggésekbdl C

D

. 54
kovetkezik, ho X=——, ebbbl pedi
aqy Ji0 pedig

| BP |:£_ A trapéz h magassagara az A B

J10

APB  deré¢kszogli haromszog teriiletébdl
54 18

Vio io'

ahonnan h:%. Legyen Ta trapéz P

kovetkezik, hogy 18-h=

csucsabol bocsatott h magassag talppontja az AB alapon. Ekkor Pitagorasz tételébol

|TB |:§, ahonnan a trapéz rovidebb alapja |PQ |:18—2.§:7—52. gy a trapéz

72
E'%_SMS

——— =87,48 cm®.
2 10 100

18+
keresett tertilete T = |AB[+]PQ |-h =

18



3. Egy 1-es, egy 2-es, egy 5-0s és n darab 4 -es mindegyikének felhasznalasaval
képeztik az 6sszes n+3 jegyii szamot. Ha tudjuk, hogy a kapott szamok kozott
4 -gyel oszthatébol 60-nal tobb van mint 5-tel oszthatébdl, akkor mennyi n
érteke?

Megoldés. Adott tehat a kovetkez6 n+3 darab szamjegy: 1, 2, 5, 4, 4, 4,.., 4,
(n darab 4-es). Ezek kozul 5-tel oszthatoak azok és csakis azok, amelyek utolso
szamjegye 5. Ezekbdl pedig

(n+2)!
" =(n+1)(n+2)
van. 4 -gyel azok oszthatdak, amelyek utolso két jegye 12, 52, 24 vagy 44. A 12-re
n+1)!
és 52-re végz6dbek szama egyarant %:n+l. A 24 -re végz6dbek szama

(n+1)! (n+1)!
(n-1)! (n—-2)!
osszesen 2(n+1)+n(n+1)+(n+1)n(n—1) néggyel oszthaté szam képezhetd. A

feltétel szerint ezek szdma 60 -nal tobb mint az 5-tel oszthat6ake, vagyis
2(n+1)+n(n+1)+(n+1)n(n-1)-60=(n+1)(n+2).

=n(n+1), mig a 44-re végzddéek szama =(n+1)n(n-1). gy

Innen
(n+1)(n+2)+(n+1)n(n-1)=60+(n+1)(n+2),
ahonnan
(n+1)n(n-1)=60,
vagyis a 60 -at kell harom egymast kovetd pozitiv szam szorzatara bontani. Mivel
60=5-4-3,igy n=4 amegoldas, azaz 4 darab 4 -es kell legyen a szamok kozott.

4. Add meg a valés szamparok halmazin a koévetkezé egyenletrendszer
megoldashalmazat:
1 1 36
m+—1=xy, 2xy+x+y:€.
1+

X
Megoldéas. Az egyenlet értelmezett, ha x #0 és x = —1.
N 1 . ) 1
Rendezeés utan az els6 egyenlet L); =Xy, vagyis 1= xy alakot 6lt, ahonnan y=—.
X+ X

Ezt a masodik egyenletbe helyettesitve az 5x* —26x+5=0 masodfoki egyenletet

kapjuk.
26+£+/676-100 26+24
10 10

Ennek megoldasai x,, = , illetve x :% és x, =5, s ezek
elfogadhato értékek az x—re. Ekkor y, =5 és vy, :%.

Az (%5) ésaz (5%} szamparok kielégitik az adott egyenletrendszert.

Igy a keresett megoldéashalmaz M = {(% , 5},(5, %)} .
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11. évfolyam

1. Az ABC haromszdg BC oldalan O egy olyan kor kézéppontja, amely az AB
oldalt N pontban, AC oldalt M pontban érinti. Bizonyitsd be, hogy a BM, a
CN és az ABC haromszig A csucsahoz tartozO magassagvonal egy kozos
pontban metszik egymast!

Megoldés. Legyen AD az ABC haromszdg A csucsahoz tartozo magassagvonala.
Igazolni kell, hogy BM, CN, AD egyenesek egy pontban metszik egymast.
Felhasznalljuk a  Ceva-tételt, az
oldalakon keletkezett szakaszok aranyat
keressiik:

ﬂEC_M ha ez 1, akkor
NB DC MA
bebizonyitottuk. Mivel a BON és BAD
derékszogli haromszognek van egy
kdoz6s hegyesszoguk, akkor ezek
hasonlé haromszdgek, BONA ~ BADA,
tehat oldalaik aranyosak £:£
NB NO
ugyanigy ADCA ~OMCA, ahonnan
cM oM
CD AD
egybevagoak, azaz|OM |z|ON| ¢és a korre huzott érintészakaszok is, tehat
| AN |2 AM |. Ezeket behelyettesitve adddik, hogy

AN BD CM BD CM _AD cW_l

A kor sugarai

NE DC MA NB CD NO AD

2. Legyenek az «, f, y olyan szogek, hogy g=a+60°, y=/£+60°. lgazold,
hogy a tga-tgB+1tgpB-tgy +tgy - tgar kifejezes értéke egész szam!

Megoldés. Legyen tga =t . Ekkor

tgB =tg(a +60°)= 1tjt\/\/§§ és tgy =tg(a +120°) = ;;t} ,

ezért behelyettesitve

Sl

tga-tgB+tgp-tgy +19y -tgar =
t+yV3 143 t-V3 t-3  t4tV3 t°-3 tP-tV3

1t3 1-tv3 1+tV3 1+t 13 1-3C  1+t43
(1+t\@)-(t2+t\@)+t2—3+<1—tﬁ)-(t2—t\/§)

=t

1-3t°
BB+ -3+ B3 +3% 9’3 3(3°-1)
1-3t° 1-3t2 1-3t?
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3. Igazold, hogy (V3++2)  +(v3-+2)" pozitiv egész szam, és add meg a
sz&4m utols6 szamjegyét!

Megoldas. Vizsgaljuk meg az a,=(v3++2) +(v3-v2)" Kifejezést. Ekkor
8,=2 8,=10, a,=(5+2V6) +(5-26)
%A=(5+2JEXS+2JEY+(5—2J€ﬂ5—2¢€f:54%+2J€«5+2J6f-(5—2déf)
a,., =(49+20V6)(5+2v6) +(49-206)(5-2V6 ) =
:49an+mk@¥«5+2J€f—(5—2J€f)=504%+20J6(@+2J€f—(5—2J€f)—an=

=10'a‘n+l_a‘n
a,=98, a,=970, a,=9602, ..
A rekurzios képlet szerint a sorozat minden tagja egész szam, tehat a,,, is egész

szam, az utolsé szamjegy négyes periodussal ismétlédik, 2, 0, 8, 0, 2,0, 8, 0, ...
Ezért a,,, utolsd szamjegye O lesz.

4. Oldd meg a val6s szamok halmazan az x%% +3%%¥% =12 egyenletet!

Megoldés. Ha x>0, pozitiv, akkor mindegyik logaritmus és hatvany értelmezett.

Mivel
3I092«/; — 3%'092)( — /3Iog2x

log, x'**=* = log, 3-log, x = log, 3°%*

valamint

érvényes, innen kovetkezik x'%%% =3"%%*

Ennek alapjan, ha bevezetjuk a t=+/3"%" helyettesitést, akkor a t?+t—12=0
egyenlet megoldasait keressiik, amelyek t, =—4 <0 és t, =3.

A negativ megoldast nem vessziik figyelembe, igy v/3°%* =3 kévetkezik, vagyis
3Iogzx =9 ’

amelybol
log, x=2,

a megoldas pedig x=4.
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12. évfolyam

1. A 2013 szam olyan, hogy a 0, 1, 2,..., 9 szdmjegyek kozul négy szomszédos
alkotja (nevezetesen a0, 1, 2 és 3) valamilyen sorrendben.

a) Hany olyan négyjegyii szam van, amelyet négy szomszédos szamjegy alkot
valamilyen sorrendben?

b) Ha az 6sszes ilyen szamot 6sszeadjuk, hanyas szam all az 6sszegben az egyesek
helyén?

Megoldéds. a) A lehetséges négyjegyli szamok a kovetkezé szamjegyeket
tartalmazzadk: 0, 1, 2, 3 vagy 1, 2, 3, 4 vagy 2, 3, 4, 5 vagy 3, 4, 5, 6 vagy...
vagy 6, 7, 8, 9. Az els6 esetben a négy szamjegyb6l 18, a tobbi esetben pedig 24
négyjegyl szam képezhetd. Ezek mind kiilonbozok és koztiik van az 0sszes keresett
szam, tehat 18+6-24 =162 darab ilyen szam van.

b) Prébaljuk meg a 162 darab szamot végzddéseik szerint csoportositani. A 0, 1, 2,
3 szamjegyekbdl képzett négyjegyli szamok koziil 6 darab végzodik 0-ra (ezek
0sszege is 0-ra végzodik), 4 darab végzddik 1-esre (ezek 0sszege 4 -esre végzodik),
4 darab 2-esre (8) és 4 darab 3-asra (2). A zardjelben 1év6 szamok 6sszegeinek
utolsé szamjegye 4. Tehata 0, 1, 2, 3 szamjegyekbdl képzett szamok 0sszegenek
utolsé szamjegye 4. A gondolatmenetet folytatva kitolthetjlk a tablazatot.

szamjegyek | utols6 szamjegy | darab | az 6sszeg utolsé szamjegye
0,1,2,3 |0 6 0

1 4 4

2 4 8

3 4 2 0sszesen: 4
1,2,3,4 |1 6 6

2 6 2

3 6 8

4 6 4 dsszesen: 0
2,3,4,5 |2 6 2

3 6 8

4 6 4

5 6 0 0sszesen: 4
3,4,5,6 |3 6 8

4 6 4

5 6 0

6 6 6 0sszesen: 8
4,5,6,7 24 4,0, 6, 2 0sszesen: 2
5,6,7,8 24 0, 6, 2, 8 0sszesen: 6
6,7,8,9 24 6, 2,8, 4 0sszesen: 0

A 4+0+4+8+2+6+0 0sszeg utolsé szamjegye a 4.

2. Oldd meg a val6s szamok halmazan az x'*%3 +3°%=% =12 egyenletet!

Megoldés. Ha x>0, pozitiv, akkor mindegyik logaritmus és hatvany értelmezett.

Mivel
1
3|092\/; — 35'092)( — /3Iogzx
valamint
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log, X' = log, 3-log, x = log, 3°%*
érvényes, innen kovetkezik x'%%% =3"%*

Ennek alapjan, ha bevezetjuk a t=+/3"%" helyettesitést, akkor a t?+t—12=0
egyenlet megoldasait keresstik, amelyek t, =—4<0 és t, =3.

A negativ megoldast nem vessziik figyelembe, igy v/3°%* =3 kévetkezik, vagyis
3Iogzx =9 ’

amelybdl
log, x=2,

a megoldas pedig x=4.

3. Bizonyitsd be, hogy a hurnégyszog koré irt kor barmely P pontjanak a
hirnégyszog két szemkozti oldalatol mért tavolsaganak a szorzata egyenlé a
masik két oldaltél mért tavolsagok szorzataval!

Megoldas. Az ABCD hurnégyszog kore irt
korének egy tetszéleges pontja a P pont és
ebbdl huzott merdlegesek talppontjai T, Q,
R, S rendre az AB, BC, CD és DA
oldalakra. A PRDS négyszdg harnégyszog,
mert a két szemkOzti szog az
S/=90°=R/. Tehat az azonos hurokhoz
tartozd keriileti szogek egyenldk és ezek a
PRS/Z=PDS/=¢p=PDC/=PBC~/.
Hasonléan a PTBQ négyszdg is hdrnégyszog
és PBQL=PTQL=¢, valamint ha
PQTZ=¢,akkora PBTZL=¢.

A feltétel szerint ABCD hurnégyszog és ADCZ = u, ennek alapjan a B és D
csucsoknal levd belsd szogek Osszege 180°=&+@+ 1, €s igy a D cstcsnal levo
egyenessziget alkotd harmadik szdgre igaz, hogy PDR/ =¢.

Korabban lattuk, hogy a PRDS négyszdg harnégyszog, ezért PDR/ =PSR/ =¢.

A PRS és PTQ haromszogekben tehat két-két szog paronként egyenld, vagyis a két
haromszog hasonlo, igy a megfeleld oldalak aranya egyenld.

PQ

Eszerint % == ahonnan PS-PT =PR-PQ azonnal kovetkezik.

4. A hét torpe elhatarozza, hogy Mikulaskor megajandékozzak egymast.
Mindegyikik nevét felirjak egy cetlire, és mindegyikik haz egy nevet. A
sorsolast akkor nevezzik jonak, ha senki sem huzza a sajat nevét. Hany jo
sorsolas lehetséges?

I. megoldés. Képzeljuk el, hogy megprobaljuk ledltetni a 7 torpét néhany asztalhoz
ugy, hogy mindenki mellé jobbrol tltessuk azt, akinek a nevét hizza. Hanyféleképpen
lehet Oket leiiltetni Gigy, hogy senki nem iil magaban? Két iilésrend akkor kiilonb6zd,
ha valakinek més a jobb oldali szomszédja.

Ha egyetlen asztalhoz tlnek le, akkor ezt 6!=720 -féle modon tehetik meg.
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;
Ha egy négy- és haromfos asztalhoz llnek, akkor (3)3!- 21=35-6-2=420 lchet6ség

adodik.
Ha viszont egy haromfés ¢és  kétfés  asztaltarsasag  alakul, akkor

1(7)(4
—- . -211111=210 lehetdség van.
2 (3)\2

Még egy eset lehetséges, ha egy 6tfos és egy kétfos asztalt hasznalunk. Ekkor a
7
lehetdségek szama (5} -4111=504.

Az sszes lehetdségek szama ezek Osszege azaz 720+420+210+504 =1854 .

I1. megoldas. Szitaformulaval is megoldhatjuk:

(s (o o[ (s o

=2520-840+210—-42+7-1=1854.
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A XI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
DIJAZOTTJAI

7. évfolyam

. Nagy Kinga, Kizdr Istvan Altalanos Iskola, Szabadka, 1. dij

. Apr6 Janos, Oktober 10. Altalanos Iskola, Szabadka, 1. dij

. Sztarek Norbert, Oktober 10. Altalanos Iskola, Szabadka, I1. dij
. Ruzsa Akos, November 11. Altalanos Iskola, Zenta, I1. dij

. Szogi Roland, Kis Ferenc Altalanos Iskola, Orom, 111. dij

O wN -

. évfolyam

. Pilisi Réka, Oktdber 10. Altalanos Iskola, Horgos, 1. dij

. Csizmadija Klaudia, Majsai Uti Altalanos Iskola, Szabadka, 11. dij

. Fenyvesi Janka, November 11. Altalanos Iskola, Zenta, 111. dij

. Nagy Gy. Janos, Petéfi Sandor Altalanos Iskola, Hajdujaras, I11. dij
. Bellér Roland, Pet6fi Sandor Altalanos Iskola, Hajdujaras, 111. dij

. Fekecs Andrea, Oktdber 18. Altalanos Iskola, Zentagunaras, 111. dij

OO WNE QO

. évfolyam

. Fenyvesi Abigél, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
. Szdgi Evelin, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

. Lelik Mark, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, 11. dij

. Farkas Krisztian, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, I1. dij

. Szilly Emma, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, 11. dij

. Toldi Teoddra, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
. Tomik Nikola, Dositej Obradovi¢ Gimnéazium, Topolya, 111 dij

. Szalaji Natélia, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, I11. dij

. Fodor Adam, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

OO NO O WNEF O

10. évfolyam

1. Terhes Balazs, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

2. Dob6 Mark, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, I. dij

3. Juhasz Bence, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

4. Horti Katalin, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

5. Szkocsovszki Zsolt, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
6. Huszar Lidia, Svetozar Markovi¢ Gimnézium, Szabadka, 111. dij

7. Mucsi Edina, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

8. Apré Alekszandra, Bolyai Tehetseggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

11. évfolyam

1. Téglas Ervin, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

2. Szilagyi Krisztina, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Gimnazium, Ujvidék, I1. dij

3. Csipak Levente, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
4. Kanalas David, Matematikai Gimnazium, Belgrad, I11. dij

12. évfolyam

1. Bir6 Dominik, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
2. Horti Krisztina, Bolyai Tehetséggondozd Gimnézium és Kollégium, Zenta, 11. dij
3. Tokity Rudolf, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
4. lllés Miklds, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 111. dij
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A XIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

A versenybizottsag néhany tagja és a szurkold k6zonség.
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XIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2014. december 6.

5. évfolyam

1. Harom szdm 0Osszege 2014. Az els6 szam négyszerese a masodiknak, a
masodik szdm 14-gyel nagyobb, mint a harmadik. Melyik ez a harom szam?

2. Tiz szdmkartyara felirtuk a természetes szdmokat 1-t6l1 10-ig, mindegyikre
kiilonb6z6t. Anna, Balazs, Csaba, Dénes és Eva hiizott 2-2 szamkartyat. A
rajtuk 1évé szamokat osszeadtak, és a kovetkezé eredményeket kaptik: Anna
17 -et, Balazs 7-et, Csaba 4-et, Dénes 16-ot és Eva 1l-et. Milyen kartyakat
haztak a gyerekek kilon-kulon?

3.Az1, 2,3,4,5, 6 és 7 szamjegyek mindegyikeének egyszeri felhasznélasaval
— beldliik szamokat alkotva, miiveleti jeleket hasznalva, ha kell zardjeleket is —
allitsd el6 a 100-at! Irj nyolc megoldast!

4. Hogyan lehet feldarabolni egy négyzetet 7, 8 és 10 kisebb (nem feltétlendl
azonos méretii) négyzetre?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2014. december 6.

6. evfolyam

1. Hany olyan haromjegyii szam van, amelyben a paros szamjegyek szama
paratlan?

2. Egy konyv oldalait megszamoztuk 1-gyel kezdve és 2014 -gyel bezarolag.
Szamozéas kdzben hanyszor irtuk le az 1-es szamjegyet?

3. A ,MATEK” sz6 minden betiijének megfeleltetiink egy sziamjegyet. A
szamjegyekre igazak a kovetkezok:

M+A+T+E+K =21,
M+A+T =12,
A-T=21,
T+E=8,
K:M=2.

Melyik otjegyii szamot rejti a ,, MATEK” sz6?

4. Egy kocka minden lapjat pirosra vagy kékre festhetjiik. Hany kiilonb6z6
kockat tudunk igy késziteni, ha csak azokat a kockakat tekintjiik kiillonbozoének,
amelyeket elmozgatéssal nem lehet fedésbe hozni?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2014. december 6.

7. evfolyam

1. Peti és édesapja eletkoranak 6sszege 41. Peti 17 év mulva feleannyi idés lesz
mint eédesapja, és 14 év mulva feleannyi, mint édesanyja. Hany évesek a
csaladtagok most?

2. A ,MATEK” sz6 minden betiijének megfeleltetiink egy szamjegyet. A
szamjegyekre igazak a kovetkezok:

M+A+T+E+K =21,
M+A+T =12,
AT=21,
T+E=8,
K:M=2.

Melyik otjegyii szamot rejti a ,, MATEK” sz6?

3. A 2015 olyan szdm, amely oszthato 5-tel és a szamjegyeinek a szorzata 0.
Hany ilyen négyjegyt szam van?

4. Az ABCD téglalap szomszédos oldalainak hossza 8cm és 6cm. A belsé
szogfelezéinek metszéspontjaiaz E, F, G, H pontok (lasd az &bran). Mekkora
az FH szakasz hossza?

A B

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.
Jo munkat!

29



XIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2014. december 6.

8. évfolyam

1. Andras 40 mésodperc alatt kerekezett végig egy kort a versenypalyan. Balazs
ugyanakkor és ugyanonnan indulva, de ellenkezé iranyba kerekezve 15
masodpercenként talalkozott Andrassal. Hany masodperc alatt tesz meg Balazs
egy kort? (Mindketten egyenletes sebességgel bicikliztek.)

2. Hatarozd meg a satirozott tertlet nagysagat, ha ismert, hogy a kis félkdorok
sugara 1cm!

3. Egy hatjegyii szam szamjegyei 1, 2, 3, 4, 5 és 6. Az els6 két szamjegybél allo
szam paros. Az elsé harom szamjegybdl allo szam oszthatéo harommal, az elsé
négy szamjegybol allo néggyel, az els6 6tbol allo ottel, maga a szam pedig hattal.
Melyik ez a szam?

4. Pisti felirta a tablara a szamokat 1-t6l 12-ig. Ferivel a kovetkezd jatékot
jatsszak: Felvaltva letorolnek a tablardl két szamot, és a letorolt szamok helyett
folirjak a két szam 6sszegénél 1-gyel kisebb szamot. A jaték addig tart, amig
egyetlen egy szam marad a tablan. Ha ez a szam paros, akkor Pisti nyert, ha
paratlan, akkor Feri. Hogyan jatsszon Pisti, ha 6 kezd, és mindenképpen nyerni
szeretne Feri barmilyen ,,torlései” mellett?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2014. december 6.

9. evfolyam

1. Pisti felirta a téblara a szamokat 1-t6l 12-ig. Ferivel a kovetkezé jatékot
jatsszak: Felvaltva letorolnek a tablardl két szamot, és a letorolt szamok helyett
folirjak a két szam 6sszegénél 1-gyel kisebb szamot. A jaték addig tart, amig
egyetlen egy szam marad a tablan. Ha ez a szam paros, akkor Pisti nyert, ha
paratlan, akkor Feri. Hogyan jatsszon Pisti, ha 6 kezd, és mindenképpen nyerni
szeretne Feri barmilyen ,,torlései” mellett?

2. A szirakuzai Hieron kiraly 16 font aranyat és 4 font ezistét utalt ki az udvari
Otvosnek, hogy ebbdl készitsen neki koronat. (A font a tomeg egy
mértékegysége.) A kész korona tdmege pontosan 20 font volt, a kiraly mégis
gyanut fogott, hogy a derék 6tvos a Kiutalt arany egy részét ezisttel potolta. A
dolog Kivizsgalasaval a hires 6kori tudodst, Arkhimédészt bizta meg, aki

megmérte a koronat vizben és megallapitotta, hogy a korona vizben lZ fontot

veszitett a tomegébdl. Mivel Arkhimédész tudta, hogy 20 font arany vizben 1
fontot, 21 font ezust vizben pedig 2 fontot veszit a tomegébdol, igy kiszamolta,
hogy az arany egy részét valdéban ezisttel potoltak.

A kiutalt aranybdl hany fontot helyettesitett az udvari 6tvos ezisttel?

3. Az 1.22.3%.4%.5'.6'.72.8°.92.10" szorzat eredményére Andras az
1053455154300, Andrea az 1053455154600 szamot kapta. Melyik lehet kozulik
a helyes?

4. Legyen F az ABC haromszdég AB oldalanak felezépontja! Rajzold meg az
AC, illetve BC oldalakra kifelé az ACPQ, illetve BCSR négyzeteket! Bizonyitsd

be, hogy PS =2CF.

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.
Jo munkat!
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XIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2014. december 6.

10. évfolyam

1. Egy kétjegyii szam jegyei kozé egy nullat irtunk. A kapott haromjegyi szam és
az eredeti kétjegyl szam szamtani kozepe az eredeti kétjegyii szam forditottjaval
egyenld. Melyik kétjegyii szamrol van sz6?

2. A szirakuzai Hieron kiraly 16 font aranyat eés 4 font ezist6t utalt ki az udvari
otvosnek, hogy ebbdl Kkészitsen neki koronat. (A font a tdémeg egy
mértékegysége.) A kész korona témege pontosan 20 font volt, a kiraly mégis
gyanut fogott, hogy a derék 6tvos a Kiutalt arany egy részét ezisttel potolta. A
dolog kivizsgalasaval a hires 6kori tuddst, Arkhimédészt bizta meg, aki

megmérte a koronat vizben és megallapitotta, hogy a korona vizben 1Z fontot

veszitett a tomegébol. Mivel Arkhimédész tudta, hogy 20 font arany vizben 1
fontot, 21 font ezist vizben pedig 2 fontot veszit a tomegébél, igy kiszamolta,
hogy az arany egy részét valoban ezisttel potoltak.

A kiutalt aranybdl hany fontot helyettesitett az udvari 6tvos ezlsttel?

3. Egy szabalyos haromszog oldalaira kifelé négyzeteket irtunk, majd egy olyan
kort szerkesztettiink, amely athalad a négyzeteknek a haromszog csucsaitol
Kkiilonb6z6 csucsain. Mekkora a haromszog oldala, ha a kor sugara r?

4. 229 db papirlap koziil néhanyat kettévagunk, majd a meglevé osszes papirlap
koziil kétszer annyit, mint elébb ujra kettévagunk. Ezutdn az eljarast
valahanyszor megismételjuk. Hany lapot vagtunk ketté legeloszor, ha legvégiil
2014 db papirlap keletkezett?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.
Jo munkat!
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XIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2014. december 6.

11. évfolyam

1. Hatarozd meg mindazokat a k, m, n természetes szdmokat, amelyekre
2 +10™ 10" =2014.

sin X+ tgx

>0 egyenl6tlenséget!
cosxtctgx &Y &

2. Oldd meg a valos szdamok halmazan a

3. Legyenek B’ és C' az ABC haromszog B és C csucsainak merdleges vetiiletei
a haromszog szemkozti oldalara. Bizonyitsd be, hogy az A csucsbdl a B'C’
egyenesre huzott merdleges tartalmazza a haromszog koriilirt korének
kozéppontjat!

4. Allitsd elé az

1 1 1 1 1 1
S=\A+5+5+ A+ +5+..+, 1+ st ———
1 2 2° 3 2013 2014

0sszeget S -P alakban, ahol p,qeN és p,q relativ primek!
q

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.
Jé munkat!
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XIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2014. december 6.

12. évfolyam

1. Oldd meg a val6s szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:
J10Gg 0, X+1+ flogy, x+3=1.

sin X+ tgx

>0 egyenlotlenséget!
cosx+ctgx % &

2. Oldd meg a val6s szamok halmazan a

3. lgazold, hogy barmely teglatest V térfogata és F felszine kdzott fenndll a
216V? < F® egyenlétlenség! Mikor allhat fenn egyenléség?

4. Allitsd el6 az

1 1 1 1 1 1
S=\A+5+5+ A+ +5+..+, 1+ st ———
1© 2 2° 3 2013° 2014

0sszeget S -P alakban, ahol p,qe N és p,q relativ primek!

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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A XIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

5. évfolyam

1. Harom szdm 06sszege 2014. Az els6 szam négyszerese a masodiknak, a
masodik szdm 14-gyel nagyobb, mint a harmadik. Melyik ez a hArom szdm?

Megoldas. Ha a harmadik szdmot a-val jel6ljuk, akkor a szdveg alapjan a masodik
szam a+14, az els§ szam pedig (a+14)+(a+14)+(a+14)+(a+14). Ebbdl

kovetkezik: (4-a+4-14)+(a+14)+a=2014. Vagyis a harom szdm Osszege

6a-+70. Mivel ez 2014, ezért 6a=1944, vagyis a=324. Ebb6l kovetkezik, hogy a
harom szam: 1352, 338 és 324.

2. Tiz szdmkartyara felirtuk a természetes szdmokat 1-t6l 10-ig, mindegyikre
kiilonboz6t. Anna, Balazs, Csaba, Dénes és Eva hlzott 2-2 szamkartyat. A
rajtuk 1évo szamokat osszeadtak, és a kovetkezo eredményeket kaptak: Anna
17 -et, Balazs 7-et, Csaba 4-et, Dénes 16-ot és Eva 1l-et. Milyen kartyakat
haztak a gyerekek kilon-kulon?

Megoldas. Mivel 4=1+3=2+2, és a szamkartydkon kulonbdz6 szamok voltak,
Csaba csak az 1-est és a 3-ast hGzhatta. Mivel 7=1+6=2+5=3+4, és az 1-est és
a 3-ast mar KihOztdk, Balazs csak a 2-est és az 5-06st hlzhatta. Mivel
11=1+10=2+9=3+8=4+7=5+6, és az 1l-est, 2-est, 3-ast és az 5-0st mar
kihGzték, Eva csak a 4 -est és a 7 -est hizhatta. Mivel 17 =7+10=8+9, ésa 7 -est
mar kihlztak, Anna csak a 8-ast és a 9-est huzhatta. igy a Dénes altal kihuzott
szamok a 6 -0s és a 10-es.

3. Az 1, 2, 3, 4, 5, 6 es 7 szamjegyek mindegyikének egyszeri
felhasznélasaval — beléliik szamokat alkotva, miiveleti jeleket hasznalva, ha kell
zarojeleket is — allitsd elé a 100-at! Irj nyolc megoldast!

Megoldas.
1+(2+3)-4-5+6-7 5.7-2+(6+4)-3.1
7-6+5-4.3-2-1 (7—6—1+2+3)-5-4
3:5:7-6+4-2-1 2:6-7+3-4+5-1
(7+3+6+4)-5-(2-1) 271+ 43+5.6-1
3-5:6+7+4+1-2 [(7+1)-3+5—4}-(6—2)

(7-6+5+3)-(4-2)-1

(7-6+4+5)-2-3+1 [(4+3)-7+1]-2:(6-5)

2.6-7+5-4-3-1
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4. Hogyan lehet feldarabolni egy négyzetet 7, 8 és 10 kisebb (nem feltétlenul
azonos méretii) négyzetre?

Megoldas. Egy-egy lehetséges megoldas minden esetre az bran lathato.
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6. évfolyam

1. Hany olyan haromjegyi szam van, amelyben a paros szamjegyek szama
paratlan?

I. megoldas. Haromjegyii szamok esetén, ha a paros szamjegyek szama paratlan,
akkor egy vagy harom péaros szamjegyet tudunk leirni. Egy paros szamjegy esetén,
350 ilyen haromjegyi szam van (100 db, amikor a szazasok helyén all a paros
szamjegy; 125-125 db, amikor a tizesek vagy az egyesek helyén all a paros
szamjegy). Harom paros szamjegy esetén, 4-5-5=100 ilyen haromjegy(i szam van.
Osszesen 450 ilyen haromjegyti szam van.

Il. megoldas. 9-10-5=450 ilyen haromjegy(i szam van. A szazasok helyén nem
lehet 0. Igy, a szdzasok helyére 9 szamjegy koziil valaszthatunk. A masodik jegy
lehet nulla is, tehét itt 10 szdmjegy kozul vélaszthatunk. Ha eddig paros szamu péros
szamjegyet valasztottunk, akkor az utolsé jegy 0, 2, 4, 6 vagy 8 lehet. Ha eddig
paratlan szdm( paros szamjegyet valasztottunk, akkor az utolso jegy 1, 3, 5, 7 és 9
lehet. Mivel mindkét esetben 5 lehetség van, igy dsszesen 9-10-5=450 lehetdség
van.

2. Egy konyv oldalait megszamoztuk 1-gyel kezdve és 2014 -gyel bezarolag.
Szamozéas kdzben hanyszor irtuk le az 1-es szamjegyet?

Megoldas. Ha a szamokat tizesével csoportositjuk, akkor az egyesek helyén minden
csoportban 1 darab 1-es lesz. 2000-ig 200 csoport van, ez 200 darab 1-est jelent, és
a 2001-ben illetve a 2011-ben van még 2 darab 1-es, igy az egyesek helyén
0sszesen 202 darab 1-es van.

Ha a szamokat sz&zaséval csoportositjuk, akkor a tizesek helyén minden csoportban
10 darab 1-es lesz. 2000-ig 20 csoport van, ez 200 darab 1-est jelent (2001-t61
2014 -ig van még 5 darab 1-es), igy az tizesek helyén 6sszesen 205 darab 1-es van.
A szazasok helyén az els6 ezer szamban és a masodik ezer szamban is 100-100
darab, tehat 6sszesen 200 darab 1-es van.

Az ezresek helyén 1000-t61 1999-ig minden szdmban van 1-es, ezek szama 1000.
Tehat az 1-esek szdma 202 + 205+ 200 +1000 =1607 .

3. A ,MATEK” sz6 minden betiijének megfeleltetiink egy szamjegyet. A
szamjegyekre igazak a kovetkezok:

M+A+T+E+K =21,
M+A+T =12,
A-T=21,
T+E=8,
K:M=2.

Melyik otjegyii szamot rejti a ,, MATEK” sz6?
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Megoldés. A harmadik egyenletbdl A-T =21, ahonnan kovetkezik, hogy A=3 és
T=7vagy A=7 és T =3.

a)Ha A=3és T =7, akkora T + E =8 egyenlGségbdl kovetkezik, hogy E =1.
M+A+T+E+K =21 és M +A+T =12 egyenl6ségek miatt 12+1+ K =21, azaz
K=8.

M + A+T =12 egyenldségbol kovetkezik, hogy M +3+7 =12, tehat M =2.

Ekkor viszont K : M =2 nem teljesil, tehat ez nem megoldas.

b) Ha A=7 és T =3, akkora T + E =8 egyenldségbdl kovetkezik, hogy E =5.
M+A+T+E+K =21 és M+ A+T =12 egyenl6ségek miatt 12+5+ K =21, azaz
K=4.

M +A+T =12 egyenldségbol kovetkezik, hogy M +7+3=12, tehat M =2.

Ekkor K: M =2 is teljesil. A kapott szamok valamennyi egyenletet igazza teszik.

A keresett 0tjegyli szam: 27354 .

4. Egy kocka minden lapjat pirosra vagy kékre festhetjiik. Hany Kiilonb6zo
kockat tudunk igy késziteni, ha csak azokat a kockakat tekintjiik kiilonb6zonek,
amelyeket elmozgatéssal nem lehet fedésbe hozni?

Megoldéas. Szamoljuk meg a kiilonb6z6 szinezéseket aszerint, hogy hany lap piros:

- amikor a piros lapok szdma 0, akkor 1 szinezés lehetséges,

- amikor a piros lapok szdma 1, akkor 1 szinezés lehetséges,

- amikor a piros lapok szdma 2, akkor 2 szinezés lehetséges (a két piros lap vagy
élben lesz szomszédos, vagy pedig két szemkozti lap),

- amikor a piros lapok szdma 3, akkor 2 szinezés lehetséges (két szemkdzti lap és
valamelyik oldalsé lap piros, vagy 3 olyan lap, melyeknek van egy kdzos csucsa),

- amikor a piros lapok szama 4, akkor 2 szinezés lehetséges (ha a piros lapok szdma
4, akkor a kék lapok szdma 2, a két kék lap vagy élben lesz szomszédos, vagy pedig
két szemkozti lap),

- amikor a piros lapok szdma 5, akkor 1 szinezes lehetséges,

- amikor a piros lapok szdma 6, akkor 1 szinezés lehetséges.

Osszegezve: 10 kiilonbdzé moédon lehet a kocka lapjait két szinnel szinezni.
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7. évfolyam

1. Peti és édesapja eletkoranak 6sszege 41. Peti 17 év mulva feleannyi idés lesz
mint édesapja, és 14 év mulva feleannyi, mint édesanyja. Hany évesek a
csaladtagok most?

Megoldés. Peti és édesapja 17 év mulva egyltt 34 évvel lesznek idésebbek mint
most, azaz 6sszesen 75 évesek lesznek. Ekkor Peti 25, édesapja pedig 50 éves lesz.
Ez azt jelenti, hogy most 8 illetve 33 évesek. 14 év mulva Peti 22 éves, feleannyi,
mint édesanyja, aki ekkor 44 éves. Igy Peti édesanyja most 30 éves.

2. A ,MATEK” sz6 minden betiijének megfeleltetiink egy szamjegyet. A
szamjegyekre igazak a kovetkezok:

M+A+T+E+K =21,
M+A+T =12,
A-T=21,
T+E=8,
K:M=2.

Melyik otjegyii szamot rejti a ,, MATEK” sz6?

Megoldas. A harmadik egyenletb6l A-T =21, ahonnan kovetkezik, hogy A=3 és
T=7vagy A=7 és T =3.

a)Ha A=3és T =7, akkora T + E =8 egyenloségbdl kovetkezik, hogy E =1.
M+A+T+E+K =21 és M +A+T =12 egyenl6ségek miatt 12+1+ K =21, azaz
K =8.

M + A+T =12 egyenldségbol kovetkezik, hogy M +3+7 =12, tehat M =2.

Ekkor viszont K : M =2 nem teljesil, tehat ez nem megoldas.

b) Ha A=7 és T =3, akkora T + E =8 egyenldségbil kovetkezik, hogy E =5.
M+A+T+E+K =21 és M+ A+T =12 egyenl6ségek miatt 12+5+ K =21, azaz
K=4.

M + A+T =12 egyenldségbol kovetkezik, hogy M +7+3=12, tehat M =2.

Ekkor K: M =2 is teljesil. A kapott szamok valamennyi egyenletet igazza teszik.

A Keresett 6tjegyli szam: 27354 .

3. A 2015 olyan szdm, amely oszthato 5-tel és a szamjegyeinek a szorzata 0.
Hany ilyen négyjegyii szam van?

Megoldas. A feltételeknek azok a négyjegyli szamok tesznek eleget, amelyek
szamjegyei kozott van nulla (nem az els6 helyen) és 0 -ra vagy 5-re végzOédnek.

1. El6szor szamoljuk dssze a 0 -ra végzddo ilyen szamokat:
0

A harom vonalra beirhat6é a 100, 101,..., 999, ez dsszesen 999—-99 =900 szam.

2. Most szamoljuk meg azokat a szdmokat, amelyek 5-re végzédnek és pontosan 1
darab 0 -t tartalmaznak. Ez a nulla legyen a masodik helyen:

_0_5.
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A vonalkék helyére 10-t61 99-ig barmelyik szdmot be lehet irni, kivéve a 10-et, 20-
at,..., 90-et. Ez Gsszesen 99—-9—-9=81 lehetdség. Ugyanez a helyzet akkor is, ha a
nullat a harmadik helyen régzitjik. Vagyis 162 lehet6séget szamoltunk dssze.

3. Most szamoljuk meg azokat a szamokat, amelyek 5-re végzédnek és pontosan két
0 -t tartalmaznak: _ 005 . Ezekbdl Gsszesen 9 van.

Mivel kimeritettiik a feltételeknek megfeleld szamok halmazat, és mindegyiket csak
egyszer szdmoltuk, igy a megoldas: 900+162+9=1071 szam.

4. Az ABCD téglalap szomszédos oldalainak hossza 8cm és 6cm. A belso
szogfelezéinek metszéspontjai az E, F, G, H pontok (l&4sd az 4brén!). Mekkora
az FH szakasz hossza?

Megoldés. Az FH szakaszra illessziink egy egyenest. Ez az egyenes az AB oldalt a
P,a CD oldalta Q pontban metszi (lasd az abrat!).

Az &bra szimmetridja miatt a PQ szakasz mer6legesen felezi a téglalapot, vagyis

APF~/ derékszog és P pont oldalfelezOpont. Mivel az AE félegyenes a PADL
szogfelezdje, ezért HAP.Z =45°. Igy az APH héaromszog egyik szoge derékszog, a

masik 45°, azaz APH haromszog egy egyenld szari derékszogli haromszog és
PH = AP . Ezek alapjan

AB 8

HQ=QP -PH =AD - AP=AD-===6--=2.

Hasonléan FP = 2. Ezek alapjan
FH =PQ-(PF-HQ)=6-(2+2)=2,
azaz a kérdéses szakasz 2 cm.
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8. évfolyam

1. Andras 40 mésodperc alatt kerekezett végig egy kort a versenypalyan. Balazs
ugyanakkor és ugyanonnan indulva, de ellenkezé iranyba kerekezve 15
masodpercenként talalkozott Andrassal. HAny masodperc alatt tesz meg Balazs
egy kort? (Mindketten egyenletes sebességgel bicikliztek.)

Megoldés. Az elsé talalkozaskor (15 masodperc utan) Andras megtette a 40

masodperces korutjanak a i—g = g -ad részét. Ugyanekkor (15 masodperc alatt) Balazs

megtette a kor 1—2 = g -ad részét. Innen egyenes aranyossaggal adédik a megoldas.

Legyen b a Balazs szamara sziikséges 1d0 a teljes kor megtételéhez. Ekkor

> :15=1:b.

8
Innen b-t kifejezve kapjuk, hogy b = 24, azaz 24 masodpercre van szilksége
Balazsnak a teljes kor megtételéhez.

2. Hatarozd meg a satirozott terllet nagysagat, ha ismert, hogy a Kis félkérok
sugara 1cm!

Megoldas. A kis félkorok sugara 1cm, a kdzepeseké 2 cm, a nagy felkoré pedig
4 cm.

/74#’\

A teljes kor sugardt az ABC derékszogii haromszog segitségével tudjuk kiszamolni.
(2+r)?=2"+(4-r1)°
12r =16
4

r=—
3

A megfelel6 sugarak ismeretében kiszamolhato a satirozott rész terilete:

2 2
T=(fj a2l ZF 27137 21187 en?.
3 2 “2] 79
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3. Egy hatjegyii szam szamjegyei 1, 2, 3, 4, 5 és 6. Az els6 két szamjegybol allo
szam paros. Az els6 harom szamjegybol allé szam oszthato harommal, az elsé
négy szamjegybol allo néggyel, az els6 6tbol allo ottel, maga a szam pedig hattal.
Melyik ez a szam?

Megoldas. Az 6todik szamjegy csak az 5 lehet. A paros helyeken paros szamok
allnak, ezért az els6 és harmadik helyen az 1 és a 3 all valamilyen sorrendben. Az
els6 harom szamjegy Osszege oszthaté harommal, ezért a masodik helyen csak a 2
allhat. A negyedik helyen nem allhat a négyes, mert sem a 14 sem a 34 nem oszthato
néggyel, igy a negyedik szamjegy a 6 lesz, a hatodik pedig a 4.

Két ilyen szam van, az 123654 és a 321654.

4. Pisti felirta a tablara a szamokat 1-t61 12-ig. Ferivel a kovetkezo jatékot
jatsszak: Felvaltva letorolnek a tablardl két szamot, és a letorolt szamok helyett
folirjak a két szam 6sszegénél 1-gyel kisebb szamot. A jaték addig tart, amig
egyetlen egy szam marad a tablan. Ha ez a szam paros, akkor Pisti nyert, ha
paratlan, akkor Feri. Hogyan jatsszon Pisti, ha 6 kezd, és mindenképpen nyerni
szeretne Feri barmilyen ,,torlései” mellett?

Megoldas. Kezdohelyzetben a tablan 1évé szamok Osszege: 1+2+---+12=78.
Minden torlés utan az 0sszeg 1-gyel csokken, és minden torlés utan egy szdmmal
kevesebb van a tablan. Vagyis a 12 darab szambol 11 torlés utan egyetlen szam
marad, ekkor ér veget a jaték, kozben az 6sszeg éppen 11-gyel csokkent, vagyis 67
lesz. Ezek szerint ez egy nagyon igazsagtalan jaték Pistivel szemben, mert Feri
kezddként akarhogy jatszik, nyerni fog.
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9. évfolyam

1. Pisti felirta a téblara a szamokat 1-t6l 12-ig. Ferivel a kovetkezé jatékot
jatsszak: Felvaltva letorolnek a tablarol két szamot, és a letorolt szamok helyett
folirjak a két szam 6sszegénél 1-gyel kisebb szamot. A jaték addig tart, amig
egyetlen egy szam marad a tablan. Ha ez a szam paros, akkor Pisti nyert, ha
paratlan, akkor Feri. Hogyan jatsszon Pisti, ha 6 kezd, és mindenképpen nyerni
szeretne Feri barmilyen ,,torlései” mellett?

Megoldés. Kezdbhelyzetben a tablan 1évé szamok Osszege: 1+2+---+12=78.
Minden torlés utan az 0sszeg 1-gyel csokken, és minden torlés utan egy szdmmal
kevesebb van a tablan. Vagyis a 12 darab szambol 11 torlés utan egyetlen szam
marad, ekkor ér veget a jaték, kdzben az 6sszeg éppen 11-gyel csokkent, vagyis 67
lesz. Ezek szerint ez egy nagyon igazsagtalan jatek Pistivel szemben, mert Feri
kezdoéként akéarhogy jatszik, nyerni fog.

2. A szirakuzai Hieron kiraly 16 font aranyat és 4 font ezUstét utalt ki az udvari
otvosnek, hogy ebbdl készitsen neki koronat. (A font a tomeg egy
mértékegysége.) A kész korona témege pontosan 20 font volt, a kiraly mégis
gyanut fogott, hogy a derék 6tvos a Kiutalt arany egy részét ezisttel potolta. A
dolog kivizsgalasaval a hires 6kori tuddst, Arkhimédészt bizta meg, aki

megmérte a koronat vizben és megallapitotta, hogy a korona vizben 1Z fontot

veszitett a tomegébdl. Mivel Arkhimédész tudta, hogy 20 font arany vizben 1
fontot, 21 font ezist vizben pedig 2 fontot veszit a tomegébél, igy kiszamolta,
hogy az arany egy részét valoban ezisttel potoltak.

A kiutalt aranybdl hany fontot helyettesitett az udvari 6tvos ezusttel?

Megoldés. Jelblje x a koronaban levd arany tomegét (fontban), y pedig a koronaban
levo eziist tomegét (fontban). Ekkor x+y=20.

y

.2 fontot veszit a
21

x font arany vizben 2—);-1 fontot, y font ezlst vizben pedig

tomegébdl, s ez a két mennyiség Gsszesen lZ font tomegveszteséget jelent, azaz

14_&:11_

20 21 4
Most meg kell oldani az

X+y=20

X, 2y 5.

20 21 4
azaz az

X+y=20

21x+40y =525

egyenletrendszert. A megoldas
275 9 105 _10
X=—= —, y = =9—.
19 19 19 19

. o 29 . "
Tehéat az udvari 6tvos T font aranyat helyettesitett ezusttel.

43



3. Az 1.2%.3.4°.5'.6'.7°.8°.9°.10" szorzat eredményére Andras az
1053455154300, Andrea az 1053455154600 szdmot kapta. Melyik lehet kozulik
a helyes?

Megoldés. A szorzat oszthatd 8-cal, tehat a megadott szam utolsé szamjegyének is
oszthatonak kell lennie vele.

A 300 nem oszthaté 8-cal, tehat az Andras altal kdzolt szam nem lehet helyes.

A szorzat oszthatd 9-cel, tehat a megadott szam szamjegyei 0sszegének is
oszthatonak kell lennie vele.

Andrea esetében a szamjegyek 0Osszege 39, az altala megadott szam emiatt nem
helyes.

Az el6zbéek miatt sem Andrés, sem Andrea szama nem lehet jo.

4. Legyen F az ABC haromszdog AB oldalanak felezopontja! Rajzold meg az
AC, illetve BC oldalakra kifelé az ACPQ, illetve BCSR négyzeteket! Bizonyitsd

be, hogy PS =2CF .

Megoldds. A C csucs tukorképe az F pontra legyen C'. Legyen tovabba
ACBZ=y. A kozéppontos tiikrozés tulajdonsagai miatt az AC'BC négyszog

paralelogramma, igy AC =BC’, valamint CC'=2-CF, mert a paralelogramma atloi
felezik egymést. A CBC’' haromszdg egybevdgdb a PCS haromszdggel, mert
PC =(AC =)BC’, valamint CS =CB ugyanazon négyzet oldalai. Megegyezik tehat

két-két oldal. Az ezek altal kdzbezart sz6g mindkét haromszdgben 180° -y, vagyis a

két haromszog egybevagd. Igy harmadik oldalaik is egyenlé hosszuak, azaz
PS =CC’'=2-CF . Ezzel az allitast belattuk.

P

Q

Cl
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10. évfolyam

1. Egy kétjegyii szam jegyei kozé egy nullat irtunk. A kapott haromjegyi szam és
az eredeti kétjegyii szam szamtani kozepe az eredeti kétjegyii szam forditottjaval
egyenlé. Melyik kétjegyii szamrdl van sz6?

Megoldas. Legyen a keresett kétjegyli szam ab. Ekkor a feltételek szerint

ab+alb — i 10a+b+100a+b
2

=ba, vagyi =10b+a, atrendezve pedig kapjuk, hogy

b=6a. Mivel az a és b egyjegyli szamok és nem lehetnek egyenléek 0 -val, igy a
lehetséges a=1 esetén b =6. Tehat a keresett szam a 16.

2. A szirakuzai Hieron kirdly 16 font aranyat és 4 font ezUstét utalt ki az udvari
otvosnek, hogy ebbdl Kkészitsen neki koronat. (A font a tdémeg egy
mértékegysége.) A kész korona tdmege pontosan 20 font volt, a kiraly mégis
gyanut fogott, hogy a derék 6tvos a Kiutalt arany egy részét ezisttel potolta. A
dolog kivizsgalasaval a hires 6kori tuddst, Arkhimédészt bizta meg, aki

megmérte a koronat vizben és megallapitotta, hogy a korona vizben 1Z fontot

veszitett a tomegébdl. Mivel Arkhimédész tudta, hogy 20 font arany vizben 1
fontot, 21 font ezist vizben pedig 2 fontot veszit a tomegébol, igy kiszamolta,
hogy az arany egy részét valoban ezisttel potoltak.

A kiutalt aranybdl hany fontot helyettesitett az udvari 6tvos ezusttel?

Megoldas. Jeldlje x a koronaban levé arany tomegét (fontban), y pedig a koronéban
levd eziist tomegét (fontban). Ekkor x+y=20.

x font arany vizben 2—XO-1 fontot, y font ezlst vizben pedig 211-2 fontot veszit a

tomegébdl, s ez a két mennyiség Gsszesen lZ font tomegveszteséget jelent, azaz

14_&:11_
20 21 4
Most meg kell oldani az
X+y=20 o X+y =20
X, 2y_5; 21x+40y = 525
20 21 4

egyenletrendszert. A megoldas
X:§:1431y:10_5:59.
19 19 19 19

Tehat az udvari 6tvos % font aranyat helyettesitett ezlsttel.

3. Egy szabalyos haromszog oldalaira kifelé négyzeteket irtunk, majd egy olyan
kort szerkesztettiink, amely athalad a négyzeteknek a haromszog csucsaitol
kiilonb6z6 csucsain. Mekkora a haromszog oldala, ha a kor sugara r?
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Megoldas. Az ABC haromszdg és a négyzetek oldalait jeloljik x-szel. Az EFO
haromszégben

OE=r, EF:%, FO=x+TO, ahol a

TO szakasz az x oldald szabalyos
haromsz6g magassaganak harmada.

G
Mivel TO = E—X\/é = —X\/g , igy
3 2 6

x+/3

FO =x +T Az EFO haromszdgre

alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt:

2o

v X2[12+1+3+4\@}:r2’

12

igy x° 4+3 =r?, tehat x:r/i, (x~r-0,7234).
3 4+/3

4. 229 db papirlap kézil néhanyat kettévagunk, majd a meglevo osszes papirlap
koziil kétszer annyit, mint elébb ujra kettévagunk. Ezutdn az eljarast
valahanyszor megismételjuk. Hany lapot vagtunk ketté legeloszor, ha legvégiil
2014 db papirlap keletkezett?

Megoldas. Jelolje n a legeldszor kettévagott papirlapok szamat (n < 229). igy az

elsd vagas utan keletkez6 papirlapok szama:
2n+229-n=229+n.

Masodszor 2n db lapot vagtunk ketté, igy a keletkez6 lapok szama:

AN+229+n-2n=229+3n=229+4n—n.
Harmadszor 4n lapot vagunk ketté és 6sszesen 229 +8n—n lesz a lapok szdma, tehat
a k -adik vagas utan

229+2“n—n
lapunk lesz. A feladatot igy a 229+ 2“n—n=2014 egyenlettel kell megoldani, ahol
k és n pozitiv egész szamok. Atrendezve adodik
(2-1)n=1785,

ahol az 1785-6t kell két pozitiv egész szam szorzatara bontani.
Mivel 1785=3-5-7-17, igy a szam 229 -nél kisebb o0sztdi:

1 3 5, 7, 15, 17, 21, 35, 51, 85, 105, 119.
Tablazatba irva ezeket, azt tapasztaljuk, hogy csak n=7 és n=119 esetén kapunk 2
hatvanyanal eggyel kevesebbet, ezért k =8, valamint k =16 lesz a megoldas. Ezek
szerint, ha a feladatban leirt eljarast végrehajtva 2014 db papirlap keletkezett, akkor
elsé alkalommal vagy 7 db papirlapot vagtunk ketté és az eljarast 8-szor hajtottuk
végre, vagy pedig 119 lapot vagtunk el legeldszor és 4 -szer vagtunk 6sszesen.
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11. évfolyam

1. Hatarozd meg mindazokat a k, m, n természetes szamokat, amelyekre
2“+10™ -10" = 2014.

Megoldas. Ha k >1, m>1, n>1, akkor az egyenlet bal oldala oszthaté néggyel, ami
ellentmondéas, mert 2014 viszont nem oszthaté néggyel, tehat a k, m, n természetes

szamok koziil legalabb egyik egyenld eggyel.
Ha k =1, akkor az egyesek helyén allé szdmjegy 2, ami ugyancsak lehetetlen, mert a
2014 szamban az egyesek helyén 4 all.

Ha m=1, akkor az egyenlet 2* —2004 =10" alakt, ami azt jelenti, hogy 2* > 2004,

vagyis k >10. Mivel a 2*—2004 oszthato néggyel, de nyolccal nem, az eredmény
n=2, ez viszont ellentmondas, mert a 2104 nem a kettének a hatvanya.

Ha n=1, akkor 2* +10™ = 2024 azaz 10™ < 2024, vagyis m<3.
A megoldas tehat (k, m, n)=(10, 3,1).

sin X+ tgx

>0 egyenlotlenséget!
cosx+ctgx % 8

2. Oldd meg a valos szamok halmazan a

Megoldas.
sinx+tgx _ sin®x(cosx+1) -0
COSX+Ctgx  cos® X (sin X +1)

Ertelmezési tartomany:

) ] kx
sinx#0,cosx#0,sinx=-1, azaz x;t?,kez.

Tudjuk, hogy sin®x>0 és cos® x> 0. Ekkor

sin® x (cos X +1) -0 cosx+1

— - >0,
cos” x(sin x+1) sinx+1

amely 0sszevetve az értelmezési tartomannyal is, akkor teljesil, ha:

a) sinx+1>0 A cosx+1>0 < sinx>-1 A cosx>-1 < x;tk?ﬂ,kez,

b) sinx+1<0 A cosx+1<0 < sinx<-1 A cosx<-1.

amibdl viszont nem kapunk megoldast.

Osszefoglalva, az egyenldtlenség megoldashalmaza:

M =R\{k7ﬂ},kez.

3. Legyenek B' és C' az ABC haromszog B és C cstcsainak merdéleges vetiiletei
a haromszdg szemkozti oldalara. Bizonyitsd be, hogy az A csucsbdl a B'C’
egyenesre huzott merdleges tartalmazza a haromszog Kkoriilirt korének
kdzéppontjat!
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Megoldés. Az A csucshbol hazott B'C!
egyenesre merGleges n egyenes metszi a
B'C' egyenest D pontban, az ABC
haromszdg koré irt kort pedig E pontban
metszi. A derékszbgek miatt a BCB'C'
harnegyszog, azaz

AB'C'/£= ABCZ.

Mivel AD L B'C", ahonnan
B'AD/=90°-AB'C'£=90°- ABC/L
valamint EAC/ = EBC.Z, mert azonos hur

feletti kerlleti sz6gek, ezért
ABC~/+CBEZ =90°= ABEZ=90°,
s ez azt jelenti AE atméro.

4. Allitsd el6 az S :\/1+112+i +\/1+i+i+...+\/1+ dsszeget

+—
2 2?2 F 2013* 2014
s=P alakban, ahol p,qe N és p,q relativ primek!
q

Megoldés. Alakitsuk a gyok alatti kifejezéseket a kovetkezOképpen:
L, 1 - n*(n+D)*+(n+D)*+n®>  n*(n*+2n+1)+n°+2n+1+n>
n* (n +1)2 n?(n+1)* n?(n+1)*

_n*+2n+n*+n’+2n+1+n°  n*+n®+1+2n°+2n°+2n  (n®+n+1)?
n?(n+1)>2 n?(n+1)>? n(n+1)>? '

igy

1 1 (N*+n+1)*> n’+n+1 n(n+1)+1 1 1 1
1+—+ > = > —= = =1+ =l+———
n (n+1) n“(n+1) n(n+1) n(n+1) n(n+1) n n+l

S= 1+}—1 + 1+1—1 + 1+1—1 +...+ 1+L—L + 1+i—L
1 2 2 3 3 4 2012 2013 2013 2014

2
S 201341 L o014 L _2014°-1
2014 2014 2014

vagyis
S__4056195
2014
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12. évfolyam

1. Oldd meg a valos szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:
J10Go 0, X+1+flogy, x+3=1.

Megoldés. Az értelmezési tartomany meghatarozasa a kovetkezé gondolatmenettel

torténik:
x>0 A logye Xx>-1 A log,,x>-3

x>0 A 10gq X2100,4(0,04)" A log,,x>log,,(0,2)"

3
x>0 A xs@ A XS(EJ
4 2

x>0 A X<25 A x<£125
0<x<25.
Hasznaljuk fel, hogy log, o, x=log . X = % log,, X, €s vezessiik be a log, , X =t

helyettesitést. EKkor azt kapjuk, hogy

%t+1+\/t+3:1,

illetve négyzetre emeléssel

%t+1+2~ /%t+1~\/t+3+t+3=1

2. %t+1~«/t+ =_gt—3, —gt—320

4-(lt+1j-(t+3):gt2+9t+9,

2 4
(2t+4)-(t+3)=%t2+9t+9,
2t? +10t+12=%t2 +9t+9,

Y +t+3=0,
4
t?-4t-12=0 < t =6 v t,=-2
A t, =6 megoldas nem elégiti ki a —gt —3>0 feltételt, s igy az egyetlen megoldas a
t,=-2 < logy,x=-2 < x=0,2°=5" < x=25.

sin X + tgx
COS X + Ctgx

2. Oldd meg a valos szamok halmazan a >0 egyenlétlenséget!

Megoldas.
sinx+tgx _ sin®x(cosx+1) >0

cosx+ctgx  cos® x(sin x+1)
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s , . , . . kz
Ertelmezeési tartomany: sinx #0,cosx #0,sinXx#=-1,azaz x#—, ke Z.

Tudjuk, hogy sin®x>0 és cos® x> 0. Ekkor

sin® x (cos X +1) cosx+1
>0 <

— - >0
cos” x(sin x+1) sinx+1

amely 0sszevetve az értelmezési tartomannyal is, akkor teljesul, ha:

a) sinx+1>0 A cosx+1>0 < sinx>-1 A cosx>-1 < x;tk?ﬂ,kez

b) sinx+1<0 A cosx+1<0 < sinx<-1 A cosx<-1

amibdl pedig nem kapunk megoldast.
Osszefoglalva, az egyenl6tlenség megoldashalmaza:

M :R\{%},kez.

3. lgazold, hogy barmely téglatest V térfogata és F felszine kozott fennall a
216V 2 < F* egyenl6tlenség! Mikor allhat fenn egyenléség?

Megoldéas. Ha a téglatest élei a,b,c, akkor V =abc, F =2(ab+bc+ac).
A szamtani és mértani kozép kozotti egyenl6tlenség miatt

w > Yabbcac = 3(abc)? =V ?,
sigy
F :2(ab+bc+ac):6-WZ6-W,

amelybdl kobre emeléssel kapjuk, hogy F°>216-V? (ezt kellett bizonyitani). Az

egyenl6ség akkor all fenn, amikor ab =bc = ac, ami ekvivalens azzal, hogy a=b=c,

vagyis amikor a téglatest kocka:
ab=bc=ab-bc=0<b(a-c)=0=b=0va=c,

mivel b =0 nem lehetséges, igy a=c. Hasonléan b=c, illetve a=c.

4. Allitsd el6 az

S:\/1+£2+i2+\/1+i2+%+...+\/1+ L 2+%
1 2 2° 3 2013° 2014

Osszeget S -P alakban, ahol p,qeN és p,q relativ primek!

Megoldés. Alakitsuk a gyok alatti kifejezéseket a kovetkez6képpen:
P T n*(n+)%+(n+1)*+n*> n*(n*+2n+1)+n’+2n+1+n®
(n+1)’ n?(n+1)> n?(n+1)*

n2
_n*+2n+n*+n’+2n+1+n®>  n*+n®+1+2n°+2n°+2n  (n®+n+1)?
n?(n+1)>2 n?(n+1)>? n(n+1)>? '

igy
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1 1 (NP®+n+1D)*> n°+n+1 n(n+1)+1 1 1 1
1+—+ > = 5 = = =1+ =1+——
n (n+1) n“(n+1) n(n+1) n(n+1) n(n+1) n n+l

Ekkor
S=(1+}—1 + 1+1—l + 1+1—l +..+ 1+L—L +(1+i—L
1 2 2 3 3 4 2012 2013 2013 2014
2
S =2013+1- —— = 2014+ _ 2014 -1
2014 2014 2014
vagyis
4056195
2014
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A XIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
DIJAZOTTJAI

. évfolyam

. Kovécs Alex, Petdfi Brigad Altalanos Iskola, Kula, 1. dij

. Sinkovics Alex, Hunyadi Janos Altalanos Iskola, Csantavér, I11. dij
. Apro Dorottya, Oktober 10. Altalanos Iskola, Szabadka, 111. dij

. Gal Jozsef, Ady Endre Kisérleti Altalanos Iskola, Kishegyes, 111. dij

. évfolyam

. Fehér Konrad, Jovan Miki¢ Altalanos Iskola, Szabadka, I. dij

. Csikos Réka, Miroslav Anti¢ Altalanos Iskola, Palics, 1. dij

. Téth Noémi, Jovan Mikié Altalanos Iskola, Szabadka, 11. dij

. T6th Tamés, Hunyadi Janos Altalanos Iskola, Csantavér, 11. dij
. Molnar David, Kizur Istvan Altalanos Iskola, Szabadka, I1. dij

. Siili Akos, Széchenyi Istvan Altalanos Iskola, Szabadka, 111. dij
. Bognar Emese, Miroslav Anti¢ Altalanos Iskola, Palics, I11. dij

. évfolyam

. Hugyik Kornél, Testvériség-Egység Altalanos Iskola, Bajsa, 1. dij

. Besnyi Levente, Jovan Jovanovic Zmaj Altalanos Iskola, Szabadka, 1. dij
. Kérosi Zalan, November 11. Altalanos Iskola, Zenta, I1. dij

. K6sz6 Emilia, Ady Endre Altalanos Iskola, Torda, 11. dij

. B6zs6 Szintia, Miroslav Anti¢ Altalanos Iskola, Palics, 111. dij

. Zabos Péter, November 11. Altalanos Iskola, Zenta, 111. dij

. Pardczi Orsolya, Ady Endre Kisérleti Altalanos Iskola, Kishegyes, 111. dij

. évfolyam

. Szogi Roland, Kis Ferenc Altalanos Iskola, Orom, 1. dij

. Ruzsa Akos, November 11. Altalanos Iskola, Zenta, I1. dij

. Apr6 Janos, Oktober 10. Altalanos Iskola, Szabadka, 11. dij

. Toth Péter, Ady Endre Kisérleti Altalanos Iskola, Kishegyes, 111. dij
. Szab6 Imre, Oktdber 10. Altalanos Iskola, Horgos, 111. dij

. évfolyam

. lllés Tamas, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
. Szilagyi Eva, Jovan Jovanovié¢ Zmaj Gimnazium, Ujvidék, 1. dij

. Besnyi Botond, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 11. dij

. Pilisi Réka, Deak Ferenc Gimnazium, Szeged, I11. dij

. Szabadi Baranyi Léaszl6, Svetozar Markovié¢ Gimnazium, Ujvidék, I11. dij

0. évfolyam

1
1. Fenyvesi Abigél, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
2. Sz6gi Evelin, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

3. Fodor Adam Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

4,
5
6
7
8
9

Sztics Aron, Békéscsaba, 11. dij

. Gulyas Oldal Laura, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, I11. dij
. Szalaji Natalia, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 111. dij

. Polyak Gabriella, Becsei Gimnazium, Obecse, 111. dij

. Bird Nikolett, Békescsaba, 111. dij

. Farkas Krisztian, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, I11. dij
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11. évfolyam

1. Dobo6 Mark, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

2. Terhes Balazs, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnézium és Kollégium, Zenta, I1. dij
3. K6rosi Agota, Miiszaki Iskola, Ada, I1. dij

4. Huszar Lidia, Svetozar Markovi¢ Gimnazium Szabadka, I1. dij

5. Téth Rebeka, Bekéscsaba, I1. dij

6. Horti Katalin, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

12. évfolyam

1. Szilagyi Krisztina, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Gimnazium, Ujvidék, 1. dij

2. Csipak Levente, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

3. Téglas Ervin, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

4. Kovacsics Viola, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, 111, dij

5. Vrabel Maté David, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij

2014/12/06

Oromteli pillanatok. :)
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A XIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

A versenyzOk lelkesen dolgoznak a feladatokon.
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XIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2015. december 5.

5. évfolyam

1. Négy varos (A, B, C eés D) kozott ismert nehany tavolsdg: AB=15km,
BC =64 km, CD=17km, DA=32km. Milyen messze van az A véaros a C
varostol?

2. Legalabb hany darab és milyen féempénznek kell lennie a trafikos kasszajaban
ahhoz, hogy 20 dinarbdl vissza tudjon adni, barmennyi egész dinart is kell
fizetnie a vevonek?

3. Az abran levé kockahalozatot osszehajtjuk kockava. 1
Kiszamitjuk minden csticsnal az oda befuté harom lapon levé al2051s
szamok szorzatat. Hany Kkiilonboz6é szorzatot kapunk ily

mddon? Mekkora ezen szamok kozul a legnagyobb? 3

4. Okoska elhatarozta, hogy mindennap matematikai fejtoréket fog megoldani.
Az els6 napon egyet, a masodikon kettét, a harmadikon harmat, ezutan Ujra 1-et,
2-t, 3-at és igy tovabb. A hét melyik napjan oldotta meg az 1. feladatot, ha a 100.
feladatot vasarnap oldotta meg?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.
Jé munkat!
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XIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2015. december 5.

6. evfolyam

1. Melyik az a legnagyobb természetes szam, amely oda-vissza olvasva is
ugyanannyit ér? Tudjuk még réla, hogy szamjegyeinek 0sszege 30, és benne
legfeljebb haromszor fordulhat elé ugyanaz a szamjegy.

2. Mennyi lehet azon négy egymastol kiilonb6z6é primszam szorzata, amelyek
0sszege 347

3. Ez egy 3x3-as ,,racs”. Egységnyi oldali négyzetekbdl all. Rakd Gssze:
a) nyolc darab harom egység hosszusagu cérnabdl,
b) négy darab hat egység hosszusagu cérnabol,

c) hat darab négy egység hosszlsagu cérnabdl!

A cérnat elvagni nem szabad.

4. Melyek azok a kétjegyii szamok, amelyeket 13-mal osztva a kapott maradék
annyi, mint a szdm 11-gyel val6 osztasakor kapott hanyados, és a 11-gyel valo
osztaskor kapott maradék is annyi, mint a 13-mal val6 osztaskor kapott
hanyados?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2015. december 5.

7. evfolyam

1. Nevezzink egy szamot négyosztonmak, ha négyjegyii, minden szamjegye
kiilonboz6, és mindegyik szamjegye osztdja a négyjegyil szamnak.

a) Melyik a legkisebb négyoszt6 szam?

b) Melyik a legnagyobb négyoszté szam?

c) Adj meg még egy négyoszté szamot, amely kilénbozik a fenti két szamtol.

(A nulla nem oszto6ja egyik szamnak sem.)

2. Osszeadjuk a paratlan szamokat 1205-t61 2015-ig.

a) Hany szamot adunk igy 0ssze?

b) Melyik szam éll az igy kapott 6sszegben az egyesek helyén?
c) Oszthato-e ez az §sszeg 3-mal?

3. Egy téglalap atlojanak felezomerdlegese a hosszabb oldalbél a rovidebb
oldallal egyenld hosszusagu szakaszt metsz ki. Mekkora szoget zarnak be a
téglalap atloi?

(Minden egyes szamolasi l1épésnél hivatkozz arra az 6sszefliggésre, amely alapjan
a szamolast végzed.)

4. Anti és Bené baratok, 70 km-re laknak egymastol. Egy reggel Bené 6 drakor,
Anti 8 drakor kerékparral elindult baratja lakasa felé, és egyenletes sebességgel
haladva 10 orakor talalkoztak. Ekkor megéallapitottak, hogy Anti és Bené
sebességének az aranya 3:2 volt. Hany kilométert kerékpéarozott Anti illetve
Bené a talalkozasig?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2015. december 5.

8. évfolyam

1. Megkérdezték Furfangos Fannyt, mennyi a hazszama és 6 igy valaszolt:
,»Ha a hazszamom oszthaté 3-mal, akkor 50 és 59 k&zott van.”

»Ha a hdzszamom nem oszthaté 4 -gyel, akkor 60 és 69 kozott van.”
,»Ha a hazszamom nem oszthaté 6 -tal, akkor 70 és 79 kozott van.”

Ezek alapjan mennyi Furfangos Fanny hazszama?

2. Hany olyan nyolcjegyii paros szam van, amelynek minden szimjegye 1-es vagy
4 -es, és a paros szamu helyeken all6 szdmjegyek 6sszege egyenlé a paratlan
szamu helyeken allé szamjegyek 6sszegével?

3. Fel lehet-e irni az 1, 2, 3,..., 9 szamokat egy kor keruletére ugy, hogy
barmelyik két szomszédos szam 0©sszegét szamolva olyan szamot kapjunk,
amelyik nem oszthat6 sem 3-mal, sem 5-tel, sem 7 -tel?

4. Adott a 36cm® teriiletii ABCD négyzet. Az ABoldal A csticshoz kozelebbi

harmadolopontjat nevezzik P-nek, a CD oldal C-hez kozelebbi
harmadolopontjat pedig Q-nak. Az AC, DP, PC és QB szakaszok egy
négyszoget hataroznak meg. Mekkora ennek a négyszdgnek a terulete?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.
Jé munkat!
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XIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2015. december 5.

9. evfolyam

1. Hatarozd meg mindazokat az x és y természetes szamokat, amelyekre
X* —1=y*+2014.

2. Inci és Anci filmnézés kdzben limonédét iszogattak a moziban. Inci kdzepes
limonadét vasarolt, Anci pedig nagy limonadét, amely 50%-kal nagyobb, mint a

kbdzepes limonadé. Miutan mindketten megittak limonadéjuk % részét, Anci

Incinek adta megmaradt limonadéja egyharmadat és még 0.5 dl -t. Miutan a film
befejezodott és megittak az dsszes limonadét, megallapitottak, hogy mindketten
ugyanannyi mennyiségii limonadét fogyasztottak el. Hany deciliter limonadét
ivott meg 0sszesen Inci és Anci?

3. Hany olyan konvex (domboru) sokszog van amelynek harom egymast koveto
csucsa A(5,0), B(55) és C(0,5 koordinatadju pont, a tdbbi csucsanak
koordinatai pedig szintén nem negativ egész szamok?

4. Legyen ABC tetszoleges haromszog. Az adott haromszog AD
magassagvonalan Kkijelolunk egy E pontot. Bizonyitsd be, hogy igaz az

| AC|* —|CE[5 AB|* —| EB|* egyenléség!

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2015. december 5.

10. évfolyam

1. Oldd meg a valo6s szamok halmazan az alabbi egyenletrendszert:
X2 —y? =2(x+Y),
X2 +y? =5(x—y).

2. Van-e olyan szdmrendszer, amelyben az 572 alakd szam oszthat6 a 275 alaka
szammal?

3. Az ABCD paralelogramma AB oldalanak A-hoz kozelebbi harmadol6 pontja
H, a BC oldalanak felezopontja F és DA oldalanak A-hoz legktzelebb levé
negyedelé pontja G . Bizonyitsd be, hogy FG, CH és DB egyenesek egy ponton
mennek at!

4. Hany olyan konvex (domboru) sokszdg van amelynek harom egymast koveto
csucsa A(5,0), B(55) és C(0,5 koordindtdju pont, a tdbbi csucsanak
koordinatai pedig szintén nem negativ egész szamok?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2015. december 5.

11. évfolyam

1. Az ABC hegyesszogii haromszogben legyen D pont a C csucsbdl hazott
magassag talppontja ugy, hogy AD=BC érvényes. Ha L pont a D pontbdl
huzott meroéleges talppontja az A csUcsbdl szerkesztett magassagra, akkor
igazold, hogy a BL az ABC/ szogfelezéje!

2. Oldd meg az egyenletrendszert!
log, x+log, y+log,z=2,

log, y+log, z+log, X =2,
log, z+log,, x+log,; y =2.

3. Hatarozd meg mindazon x és y valos szamokat, amelyekre
x* —2xcos(xy)+1=0.

4. Melyik n természetes szadm esetén van a (2+x2 )n +(2+i2] =18 egyenletnek
X

legtobb kiilonboz6 valds gyoke?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2015. december 5.

12. évfolyam

1. Egy természetes szamot sikeresnek neveziink akkor, ha tizes szamrendszerbeli
alakjaban szerepldo szamjegyeit két csoportra lehet osztani ugy, hogy a
csoportokban 1évé szamjegyek dsszege megegyezzen. Keresd meg azt a legkisebb
N természetes szamot, amelyre N isés N +1 is sikeres!

2. Az ABC hegyesszogii haromszogben legyen D pont a C csucsbol hazott
magassag talppontja ugy, hogy AD=BC érvényes. Ha L pont a D pontbdl
huzott meroéleges talppontja az A csUcsbdl szerkesztett magassagra, akkor
igazold, hogy a BL az ABC/ szogfelezije!

3. Oldd meg a valos szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:

\/x—Z\/ﬁ+\/x+2\/ﬁ =log, s (x—1).

4. Hatarozd meg, hogy mely n természetes szamok esetén lesz az

S =2015"+2015"" +...+2015+1
kifejezés oszthatd 2014-gyel! Hatarozd meg a keét legkisebb ilyen szamot!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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A XI111. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

5. évfolyam

1. Négy varos (A, B, C eés D) kozott ismert nehany tavolsadg: AB=15km,
BC =64 km, CD=17 km, DA=32km. Milyen messze van az A varos a C
varostol?

Megoldés. Haaz A, B, C és D véarosok nem fekiidnének egy egyenesen, akkor a
harom legkisebb tavolsag dsszege nagyobb lenne a legnagyobb oldalnal.
Am ez nincs igy, hiszen
AB+CD+DA=15km+17 km+32 km=64 km=BC.
Ezért az emlitett varosok egy egyenes mentén helyezkednek el B, A, D, C (vagy
C, D, A, B)sorrendben. A D varos tehat az A és C varosok kozétt van, azaz
AC =AD+DC =32 km+17 km =49 km.

2. Legalabb hany darab és milyen fempénznek kell lennie a trafikos kasszajaban
ahhoz, hogy 20 dinarbdl vissza tudjon adni, barmennyi egész dinart is kell
fizetnie a vevonek?

Megoldas. Az 5 dinarnal kevesebb pénz visszaadasdhoz csak 1 és 2 dinaros érméket
hasznalhat. Ezekbdl egy darab nyilvan nem elegendd. Két darab érme esetén sem
lehetséges ez. (Két darab 1 dinaros érme esetén 3 és 4 dinart, két darab 2 dinaros
érme esetén 1 és 3 dinart, egy darab 1 dinéros és egy darab 2 dinaros esetén 4 dinart
nem tud visszaadni.) Ezek alapjan a trafikosnak az 1 és 2 dinaros érmékbd6l legalabb
harom darabra van sziksége. Ez a harom darab érme lehet két darab 1 dinéros és egy
darab 2 dinéros vagy egy darab 1 dindros és két darab 2 dinaros érme. Ennek a
harom érmének az 0sszege nem nagyobb 5 dinarnal, ezért még legalabb 14 dinar
értékli érmékre van sziiksége. Ehhez pedig legalabb tovabbi két érme sziikséges (egy
darab 5 dinaros és egy darab 10 dinaros).

Tehat legalabb 6t darab fémpénzre van sziikség. Ez kétféle modon allhat el6:

a) két darab 1 dinéros, egy-egy darab 2, 5 és 10 dinéros ermével, illetve

b) két darab 2 dinaros, egy-egy darab 1, 5 és 10 dinéros érmevel.

3. Az abran levé kockahalézatot osszehajtjuk kockava.
Kiszamitjuk minden csucsnal az oda befuté harom lapon levo
szamok szorzatat. Hany Kkiilonb6zé szorzatot kapunk ily |4 516
mddon? Mekkora ezen szamok kozul a legnagyobb?

Megoldas. Legtobb nyolc kiilonbdzé szorzatot kaphatunk, mivel nyolc cstcsa van a
kockanak. Ezek a kovetkezok:

1.2-4=38 1.5-6=30
3:2-4=24 3:5-6=90
1.2.5=10 1-4.6=24
3:2-5=30 3-4-6=72

Ez alapjan hat kiilonb6z6 szorzatot kapunk: 8, 10, 24, 30, 72 és 90.
A feltételeknek megfeleld legnagyobb szorzat a 90.
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4. Okoska elhatarozta, hogy mindennap matematikai fejtoréket fog megoldani.
Az els6 napon egyet, a masodikon kettét, a harmadikon harmat, ezutan Ujra 1-et,
2-t, 3-at és igy tovabb. A hét melyik napjan oldotta meg az 1. feladatot, ha a 100.
feladatot vasarnap oldotta meg?

Megoldés. 3 nap alatt 1+2+3=6 fejtorét oldott meg. Mivel 16-6+4 =100, €és
16-3=48, ezért 48 nap alatt 96 fejtorével végzett. A fennmaradd 4 fejtérébol a
49. napon megoldott 1-et, az 50. napon kettét. Az 51. napra mar csak egy fejtord
maradt, ez volt a szzadik. Ha ez a nap vasarnap volt, akkor 51-49 =2, vagyis a 2.
nap is vasarnap volt, az azt megel6z6 nap pedig csak szombat lehetett. Tehat Okoska
az elso feladatot szombaton oldotta meg.
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6. évfolyam

1. Melyik az a legnagyobb természetes szam, amely oda-vissza olvasva is
ugyanannyit ér? Tudjuk még réla, hogy szamjegyeinek 6sszege 30, és benne
legfeljebb haromszor fordulhat el6é ugyanaz a szamjegy.

Megoldés. A keresett szam akkor lesz a legnagyobb, ha a lehet6 legtobb szamjegybol
all, vagyis a 30-at a lehet6 legtobb egyjegyli természetes szam Osszegeként kellene
eléallitani.

Ehhez minél nagyobb alaki értékii szamjegyeket kell valasztani, de dgy, hogy az
0sszegik (a): 30:3=10<a<15=30:2 legyen, mivel a keresett szamban legfeljebb
haromszor, de az oda-vissza olvasas miatt legalabb kétszer el6fordulhat ugyanaz a
szamjegy.

A harom azonos szdmjegy a szdm kozepén kell, hogy alljon és paros szam kell hogy
legyen, mivel a jegyek 6sszege paros.

A legtobb jegyli akkor lesz a szam, ha a harom azonos jegy a 0 és
2- (0 +1+2+3+4+5)=2-15=30 miatt a szAmban kétszer szereplé szamjegyek: az

1,2,3,4és5.
Igy egy 13-jegyii palindrom-szamhoz jutunk, amely az 5432100012345 .

2. Mennyi lehet azon négy egymastol Kiilonb6zé primszam szorzata, amelyek
0sszege 347?

Megoldas. A 34-nél kisebb primszdmokbdl, azaza 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,
29, 31 szamok koziil kell négy kiilonboz6t kivalasztanunk, amelyek Gsszege 34.
Mivel a hdrom legkisebb 0sszege: 2+3+5=10, ezért a legnagyobb nem haladhatja
meg a 23-at. Tehat a valasztasi lehetéségink a
2,3,5,7,11,13,17,19, 23
szamokra sziikiil. Csak két esetben talalunk megfeleld szamnégyest:
3+5+7+19=34, ekkor a szorzat: 3-5-7-19=1995,
3+7+11+13 =234, ekkor a szorzat: 3-7-11-13 =3003.

3. Ez egy 3x3-as ,,racs”. Egységnyi oldali négyzetekbdl all. Rakd 6ssze:
a) nyolc darab harom egység hosszusagu cérnabdl,
b) négy darab hat egység hosszusagu cérnabol,

c) hat darab négy egység hosszlsagu cérnabdl!

A cérnat elvagni nem szabad.

Megoldas.

a) c)
11 111
¢ :|: :I: ——I-—I-—J)
¢ :|: :I: (12 :I: :I: =
¢——S C—-—‘:——:—‘—‘J’




4. Melyek azok a kétjegyii szamok, amelyeket 13-mal osztva a kapott maradék
annyi, mint a szam 11-gyel valé osztasakor kapott hanyados, és a 11-gyel vald
osztaskor kapott maradék is annyi, mint a 13-mal valé osztaskor kapott
hanyados?

Megoldés. Legyen a keresett n szam 13-as osztasi maradéka b, a hanyadosa pedig
a. Ekkor n=13a+b. Hasonléan, ha az n szdm 11-es osztdsi maradéka y, a
hanyadosa pedig x, akkor n=11x+y. A feladat szerint a=y és b=x, azaz
13a+b=11b+a, ahonnan 12a=10b, tehat 6a=5b. Az a és b egész szamok,
minden megoldas az a=5 és b =6 egy tobbszérose. Ha a=0 és b=0, akkor n=0,
ami nem kétjegyii. Ha a=5 és b=6, akkor n=71.

Ha a=10 és b=12, akkor mar n>100, tehat csak egy ilyen kétjegyli Szam van, és
ezaszama 71.
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7. évfolyam

1. Nevezzink egy szamot négyosztonmak, ha négyjegyii, minden szamjegye
kiilonboz6, és mindegyik szamjegye osztoja a négyjegyii szamnak.

a) Melyik a legkisebb négyoszt6 szam?

b) Melyik a legnagyobb négyoszté szam?

c) Adj meg még egy négyosztd szamot, amely kilénbozik a fenti két kérdésben
szereplo szamtol.

(A nulla nem osztéja egyik szamnak sem.)

Megoldas. a) A legkisebb négyjegyli szam, amelynek szamjegyei kulonboznek az
1234. Ez nem oszthatdé harommal. Az 1235 nem johet szoba, mert a masodik
szamjegye miatt parosnak kell lennie. Nézziik a kovetkezo6t, az 1236-ot. Mivel itt
mindegyik szdmjegy osztdja a szamnak, ezért ez a keresett legkisebb szam.

b) Nézziikk a legnagyobb kiilonb6z6 szamjegyli négyjegyii szamot: 9876. Ez nem
oszthatd 9-cel, mert a szamjegyek 0sszege 30. A legnagyobb szam, amely 9876-nal
Kisebb és oszthaté 9-cel a 9873. Ez viszont péaratlan 1évén 8-cal nem oszthat6. Hogy
a 9-cel valo oszthatosagot meglrizziik, nézziik a kovetkezd Kilenccel Kisebb szamot,
a 9864 -et. Ez megfelel a feltételeknek, igy ez a legnagyobb ilyen szam.

c) Sokféle valasz lehetséges.

2. Osszeadjuk a paratlan szamokat 1205-t61 2015-ig.

a) Hany szamot adunk igy 0ssze?

b) Melyik szam éll az igy kapott 6sszegben az egyesek helyén?
c) Oszthato-e ez az §sszeg 3-mal?

Megoldés. a) 1205-t61 2015-ig O6sszesen 2015-1204=811 szam van. Mivel a
felsorolast paratlan szammal kezdtiik és azzal is fejeztik be, igy 1-gyel tobb péaratlan

szam van, mint paros. A paratlan szdmok szdma tehat (811—-1):2+1=405+1=406.

az 0sszeg utolsd szamjegye ) _ ) ) )
1205 | 5 b) Kezdjuk elvégezni az 0sszeadast, és
1207 | 2 figyeljik, hogyan alakul az 6sszeg utolsd
1209 | 1 szamjegye. , )
A tablazatbol leolvashatd, hogy 1205-t6l
1211 | 2 ) . .
1213 | 5 kezdve Osszeadogatva a szamokat 1225-nél
1215 | 0 ismét 5-0sre végzoédik. Mivel ez 20 -asaval
17 |7 ismétlodik, ezért 1245, 1265, 1285,..., 2005
Osszege is Otosre fog végzédni. Ehhez a
1219 | 6 e . . )
1221 |7 tovabbi 5 szdmot hozzaadva leolvashatd,
1223 10 hogy az 6sszeg 0 -ra végzodik.
1225 | 5

c) Megfigyelhetjik, hogy csak 3, 6, 9,... darab szomszédos paratlan szam Gsszege
oszthatdo harommal, azaz a hdrommal valo oszthatosag sziikséges feltétele, hogy a
tagok 6sszege oszthato legyen harommal. Mivel a) szerint 406 tag van és ez nem
oszthat6 harommal, igy az 6sszeg sem oszthaté harommal.
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3. Egy téglalap atlojanak felezomerdlegese a hosszabb oldalbdl a rovidebb
oldallal egyenlé hosszusagi szakaszt metsz ki. Mekkora szoget zarnak be a
téglalap atl6i?

(Minden egyes szamolasi lépésnél hivatkozz arra az 6sszefliggésre, amely alapjan
a szamolést vegzed.)

Megoldas. Tekintsik az A&bran lathatd
téglalapot. A feladat feltételei szerint /
DB 1L EFés AF =AD. Mivel az F pont a
DB &tlo szakaszfelez6 mer6legesén van,
ezért egyenlé tavolsagra van a D és B
pontoktol, tehat FD=FB. Iigy FBD
haromszog egyenld szaru. A F B
Mivel a feltételek alapjan az AFD
haromszog is egyenld szart és derékszogl,
ezért az alapon fekvo szogei egyenlok:

AFD = ADF =(180°-90°):2 =45°,

BFD szog kiegészitd szoge az AFD szdgnek: BFD./ =180°—45°=135°. Korabban
lattuk, hogy az FBD haromszog egyenld szart, igy

FBD £ =(180°—135°) : 2 =45°:2=22,5°.
Mivel FBD szog és DBC szog poétszogek, igy DBCL=90°-22,5°=67,5°. Az
EBC haromszog is egyenld szar a téglalap atloinak tulajdonsagabol kovetkezden,
igy az atlok altal bezart sz6g nagysdga BEC£=180°—-2 - 67,5°=180°—-135°=45°.

4. Anti és Bené baratok, 70 km-re laknak egymastol. Egy reggel Bené 6 Orakor,
Anti 8 drakor kerékparral elindult baratja lakasa felé, és egyenletes sebességgel
haladva 10 oOrakor talalkoztak. Ekkor megéllapitottak, hogy Anti és Bené
sebességének az aranya 3:2 volt. Hany kilométert kerékpéarozott Anti illetve
Beno a talalkozasig?

I. megoldas. A fizikdban ismert jeldléseket hasznalva a két fil mozgasara felirhatjuk

.. ,, Sy =2V,

a kovetkezoket: .
Sg =4v,

A megfeleld oldalakat Osszeadva, és folhasznalva azt, hogy S,+S; =70 és
vA:ng, kapjuk: 70=2-gVB+4VB, ahonnan v, =10, v, =15. Ezeket a fenti

egyenletrendszerbe behelyettesitve megkapjuk, hogy Anti 30 km-t, Bené 40 km-t
kerékpérozott.

Il. megoldas. Mivel Anti masfélszer gyorsabb volt, igy ugyanannyi id6 alatt az Anti
¢s Bend altal megtett at ardnya 3:2. De mivel Bend kétszer annyi ideig biciklizett,
ezértez az arany 3:4.1gy a 70 kilométerb6l Anti 30 km-t, Ben6 40 km-t tett meg.
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8. évfolyam

1. Megkérdezték Furfangos Fannyt, mennyi a hazszama és 6 igy valaszolt:
,»Ha a hazszamom oszthaté 3-mal, akkor 50 és 59 kozott van.”

»Ha a hazszamom nem oszthaté 4 -gyel, akkor 60 és 69 kozott van.”
,Ha a hazszamom nem oszthat6 6 -tal, akkor 70 és 79 kozott van.”

Ezek alapjan mennyi Furfangos Fanny hazszama?

Megoldas. Legyen k Furfangos Fanny hazszama. Ekkor,
a) ha k oszthaté 3-mal, akkor 50<k <59, vagyis k {51, 54, 57}, de mivel ezek

nem oszthatoak 4 -gyel, akkor ellentmondasra jutunk, mert k <59 és k >60.

b) ha k nem oszthatd 3-mal, akkor nem oszthatd 6 -tal sem, tehat 70<k <79, és
hasonléan az el6z6 esethez, a hazszam oszthatd 4-gyel. Igy az egyetlen lehetséges
szam a 76, merta 72 nem lehet, hiszen oszthaté 3-mal.

2. Hany olyan nyolcjegyii paros szam van, amelynek minden szamjegye 1-es vagy
4-es, és a paros szamu helyeken all6 szamjegyek Osszege egyenlé a paratlan
szamu helyeken allé szamjegyek 6sszegével?

Megoldas. A csupa 1-esekbdl allo szam paratlan. Az utolsé szamjegy a 4 -es. Mivel
az utolsé helyen 4 -es all, ezért a paratlan helyeken is kell lennie négyesnek. Ha csak
1-eseket irnank a paratlan helyekre, akkor nem lehetne egyenl6 a két sszeg. Bontsuk
fel a feladatot esetekre!

I. Két 4 -est helyeziink el, a tobbi 1-es. A paros helyeken mar elhelyeztik, a paratlan
helyeken pedig negy kozil valaszthatunk. Ez 4 szdmot jelent.

I1. Négy 4 -est helyeziink el ( és négy 1-est). A harom szabad paros helyre egy 4 -est
helyeziink el, ezt haromféleképpen tehetjik meg. A négy péaratlan helyre két 4 -est
helyezink el, ami hatféleképpen lehetséges. Ez dsszesen 3-6 =18 szamot jelent.

I1l. Hat 4-est és két 1-est helyeziink el. Ebben az esetben egyszeriibb az egyesek
lehetséges elhelyezkedését szamolni. Paros helyeken harom lehetdségiink van,
paratlan helyeken pedig négy. Osszesen 12 szam.

IV. Végdl, ha nyolc szamegy 4 -es, 1-es pedig nincs. Egy ilyen szam van.

Osszesen 4+18+12+1=35 a feltételeknek megfeleld szam van.

3. Fel lehet-e irni az 1, 2, 3,..., 9 szdmokat egy kor kerlletére Ugy, hogy
barmelyik két szomszédos szdm 0Osszegét szamolva olyan szamot kapjunk,
amelyik nem oszthat6 sem 3-mal, sem 5-tel, sem 7 -tel?

Megoldas. A szdmokat egy kor kerlletére irva mindegyiknek két szomszédja lesz. A
legkisebb 6sszeg a 3, a legnagyobb a 17. Figyelembe véve, hogy két szomszédos
szam 0sszege nem lehet oszthaté 3-mal, 5-tel és 7 -tel, a lehetséges 0sszegek: 4, 8,
11, 13, 16, 17 . Ekkor az egyes szamok szomszédai a kdvetkezok lehetnek:

szam 1 2 3 4 5 6 7 8 9
lehetséges | 3 6 1 7 3 2 1 3 2
szomszéd | 7 9 5 9 6 5 4 5 4
8 8 7 6 9 7

9 8

Mivel az 1-esnek, a 4-esnek és a 2-esnek csak a 3-7, 7-9, 9-6 lehetnek a
szomszedai, ezért a 3-1-7-4-9-2-6 csak ilyen (vagy forditott) sorrendben
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kovethetik egymast. A még fel nem hasznalt szamok koziil a 6 -ost csak az 5-0s, azt
pedig csak a 8-as kdvetheti, aminek a 3-as lesz a masik szomszédja. A kapott feliras
teljesiti a feltételeket, és mivel minden lépés egyértelmii volt, csak ez az egy megoldas
van.

4. Adott a 36cm® teriiletii ABCD négyzet. Az ABoldal A cstcshoz kozelebbi

harmadolopontjat nevezzik P-nek, a CD oldal C-hez kozelebbi
harmadolopontjat pedig Q-nak. Az AC, DP, PC és QB szakaszok egy

negyszoget hataroznak meg. Mekkora ennek a négyszognek a tertilete?

Megoldas. Készitsiink &brat, és jeldljik a négyszdg D Q C

csUcsait. A négyzet oldala 6 cm hosszU. Figyeljuk meg a
hasonl6 haromszogeket! APHA ~DHCA, mert a
megfeleld szogeik egybevagodak (csucsszogek, illetve I

J

valtoszogek). Mivel a héaromszogek hasonldsaganak v
ardnya 1:3, ezért a péarhuzamos alapokra huzott
magassagaik aranya is 1:3. Innen az APHA AP alapra
3 A P B
, .3 . 25 3
huzott magassaga > cm, valamint T,,,,, :—:Ecm .

Hasonléan a PBIA ~ ICQA, a hasonl6sag ardnya 2:1. Innen a PBIA PB alapjara

huzott magassaga 4 cm, a teriilete pedig : Tog, = 4—24 =8cm’.

Végll az ABJA ~ JCQA, a hasonlosag aranya 3:1. Az ABJA magassaga %cm :

9
terlilete: T,g,, = 6—5 _ 20 o
* TABJA 2 2 .
A kapott teriiletekbdl kiszamithatd, hogy:

27 3
TPIJH =TABJA _(TAPHA +TPBIA) =7_§—8 =4.cm?.
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9. évfolyam

1. Hatarozd meg mindazokat az x és y természetes szamokat, amelyekre
x* —1=y*+2014.

Megoldas. Az x*-1=y*+2014 kifejezést atirhatjuk x*—y* =2015, illetve
(x—y)(x+y)=2015 formaba. Mivel x,y e N, ezért x—y <x+y.
Mivel 2015=5-13-31, ezért a kovetkez6 lehetéségek allnak fenn:
2015=1-2015
2015=5-403
2015=13-155
2015=31-65.
Xx—y=16s x+y=2015 esetén x=1008 és y =1007 .
X—y =5 és x+y=403 esetén x=204 es y=199.
X—y=13 és x+y=155 esetén x=84 és y=71.
X—y=316s x+y=65 esetén x=48 és y=17.

2. Inci és Anci filmnézés kozben limonédét iszogattak a moziban. Inci kdzepes
limonadét vasarolt, Anci pedig nagy limonadét, amely 50%-kal nagyobb, mint a

kbdzepes limonadé. Miutan mindketten megittdk limonadéjuk % részét, Anci

Incinek adta megmaradt limonadéja egyharmadat és még 0.5 dl -t. Miutén a film
befejezodott és megittak az dsszes limonadét, megallapitottak, hogy mindketten
ugyanannyi mennyiségii limonadét fogyasztottak el. Hany deciliter limonadét
ivott meg 0sszesen Inci és Anci?

Megoldas. Ha x jeloli a kozepes limonadé mennyiségét deciliterben, amit Inci
vasarolt, akkor Anci 1.5x deciliter limonadét vett. Inci Ancitol

11 isx105=1x+05
34 8

deciliter limonadét kapott. Ez azt jelenti, hogy Inci 6sszesen x+%x+0.5:§x+0.5

deciliter limonadét ivott meg.

Anci viszont §sszesen 1.5x — (% X+ 0.5} = %1 x—0.5 deciliter limonadét fogyasztott el.

Ekkor lElx—0.5:2x+0.5, azaz %x =1, ahonnan kovetkezik, hogy x=4.

Ez azt jelenti, hogy a kozepes limonadé mennyisege 4dl, a nagy limonadé
mennyisége 6 dI, és 6sszesen 10 dl limonadét ittak meg a filmvetites ideje alatt.

3. Hany olyan konvex (domboru) sokszéog van amelynek harom egymast koveto

csucsa A(5,0), B(55) és C(0,5 koordinatdju pont, a tdbbi csucsanak
koordinatai pedig szintén nem negativ egész szamok?
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Megoldas. Haromsz6g 1 van. Négyszog
negyedik cslcsa olyan racspont lehet, amely
az ACO haromszdg belsejében vagy az AO
illetve CO oldalon van. Az ilyen pontok
szama 15, igy ennyi négyszog van. Otszognél
a negyedik D csucs helyét rogzitsiik el6szor,
az Otodik csucs lehetséges helyzeteinek
szamat D helyének megfeleléen racspontra
irjuk. Példaul, D(3,1) pont utan csak a

E(4,0) ponttal kapunk konvex &tszoget,

ezért E -hez 1-etirunk.

Osszesen
10+8+4+6+4+2+4+3+2+1=44
0Otszdg lehetséges.

Hasonlé médon szamolhatjuk dssze a hatszogeket, amelyekbdl 8+5+2+1=16 van.
Hétszdg pedig csak 1 van.

Tobb cstcsu sokszég nem lehetséges, mert akkor az A, B és C csucsokon Kiviil
legalabb 5 csucshdl vagy legaldbb 2-nek megegyezik az els6 vagy masodik
koordinataja és igy a sokszog konkav vagy harom csucs egy egyenesre esik.

Igy az dsszes lehetséges sokszog szama: 1+15+44+16+1=77.

4. Legyen ABC tetszoleges haromszog. Az adott haromszog AD
magassagvonalan Kkijelolunk egy E pontot. Bizonyitsd be, hogy igaz az

| AC|? —|CE['5 AB|* —| EB|* egyenléség!

Megoldés. A BDA és BDE haromszogekre alkalmazva a Pitagorasz tételt adodik:

| AB’<| AD| +|BD[*, |EBF<EDf +|BDJ és | AB] —| EB|*5 AD|* —|ED[.
Az ADC és EDC haromszogekre alkalmazva a Pitagorasz tételt adodik:

| AC’5 AD|* +|DC |, |ECFJ EDJ| +|DCF[ és|AC[| —|ECF5 AD| —|EDJ.
Ebbdl kovetkezik, hogy | AC |* —|CE |5 AB|* —| EBF.
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10. évfolyam

1. Oldd meg a val6s szamok halmazan az alabbi egyenletrendszert:
X2 —y? =2(x+Y),
X2 +y? =5(x—y).

Megoldas. Az els6 egyenlet bal oldalait tényezére bontjuk, mint
(X=yY)(X+y)=2(x+Y), majd atrendezéssel tényezokre bontjuk:

(X+y)(x—y—2)=0. A szorzat nulla, ha legalabb az egyik tényezdje nulla, igy két
lehetdséglink van.

I. Ha x+y =0, akkor ebbdl x-et behelyettesitve a masodik egyenletbe kapjuk, hogy
2y’ =-10y. Atrendezéssel adodik, hogy y(y+5)=0, amelybél y, =0, illetve
Yy, =—5. Ennek megfelelden kapjuk meg, hogy x, =0, illetve x, =5.

Il. Ha x—y—2=0, akkor ebbdl x-et behelyettesitve a masodik egyenletbe kapjuk,
hogy 2y’ +4y—6=0, amelybdl y, =1, illetve y, =-3. Ennek megfelelden kapjuk
meg, hogy x, =3, illetve x, =—1. Az egyenletrendszer megoldashalmaza:

M ={(0,0).(5.-5),(31),(-1.-3)).

2. Van-e olyan szdmrendszer, amelyben az 572 alakd szam oszthat6 a 275 alakd
szammal?

Megoldés. Tegyik fel, hogy van ilyen szamrendszer, s ennek x alapszdma 1-nél
nagyobb egész szam. Az oszthatdsag pontosan akkor teljestl, ha az osztand6 és osztd
hanyadosa egész szam, azaz ha

5% +7x+2 (5x+2)(x+1) 5x+2 2(2x+5)+x-8 _p, X8

2x2+7x+5_(2x+5)(x+1)_2x+5_ 2X+5 2X+5

Vizsgaljuk most meg az 5<1 egyenléséget. Mivel 2x+5>0, ezért

X—8<2x+5, azaz x >-13, igy az egyenl6tlenség minden 1-nél nagyobb egész szam
esetén teljesul.

A tortrész csak akkor nulla, ha a sz&mlalé nulla, azaz ha x=8. Ebbdl kovetkezik,
hogy az oszthatosag csak a 8-as szamrendszerben teljesl.

3. Az ABCD paralelogramma AB oldalanak A-hoz kézelebbi harmadol6 pontja
H, a BC oldalanak felezopontja F és DA oldalanak A-hoz legkozelebb levé
negyedelé pontja G . Bizonyitsd be, hogy FG, CH és DB egyenesek egy ponton
mennek at!

D C

Megoldas. Megmutatjuk, hogy GF és
CH ugyanabban a pontban metszik a
DB atlot. Jelolje P a CH és DB
metszespontjat, Q pedig a GF és DB
metszéspontjat.

A HBP és a CDP haromszdgek
hasonlok, mert a szogeik egyenlok. A
hasonlosag miatt




BP:PD=BH:DC=2:3.

A FQB és a GQD haromszogek hasonlok, mert a szogeik egyenlok. A hasonlosag
miatt BQ:QD =BF: DG =2:3.

Azt kapjuk, hogy BP:PD=2:3=BQ:QD, ez csak akkor lehetséges ha P és Q
egybeesik. Tehat FG, CH és DB egy ponton mennek at.

4. Hany olyan konvex (dombori) sokszog van amelynek harom egymast koveto
csucsa A(5,0), B(55) és C(0,5 koordinataju pont, a tdbbi csucsanak
koordinatai pedig szintén nem negativ egész szamok?

Megoldéas. Haromszdg 1 van. Négyszog
negyedik cslcsa olyan racspont lehet, amely
az ACO héaromszdg belsejében vagy az AO
illetve CO oldalon van. Az ilyen pontok
szama 15, igy ennyi négyszog van. Otszognél
a negyedik D csucs helyét rogzitsiik el6szor,
az Otodik csucs lehetséges helyzeteinek
szdmat D helyének megfeleléen racspontra
irjuk. Példaul, D(3,1) pont utan csak a

E(4,0) ponttal kapunk konvex &tszoget,

ezért E -hez 1-et irunk.

Osszesen
10+8+4+6+4+2+4+3+2+1=44 0tsz0g
lehetséges.

C

® T

Hasonldé mddon szdmolhatjuk dssze a hatszogeket, amelyekbdl 8+5+2+1=16 van.
Hétszdg pedig csak 1 van.

Tobb cslcst sokszég nem lehetséges, mert akkor az A, B és C csucsokon kiviil
legaldbb 5 csucsbol vagy legalabb 2 -nek megegyezik az els6 vagy masodik

koordinataja és igy a sokszdg konkav vagy harom csucs egy egyenesre esik.
Igy az 6sszes lehetséges sokszdg szdma: 1+15+44+16+1=77.
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11. évfolyam

1. Az ABC hegyesszogii haromszogben legyen D pont a C csucsbol hazott
magassag talppontja ugy, hogy AD=BC érvényes. Ha L pont a D pontbdl
hazott merdleges talppontja az A csUcsbol szerkesztett magassagra, akkor
igazold, hogy a BL az ABCZ szogfelezije!

Megoldas. Mivel DAL~/ =90°-ABC/=BCD~/ és AD=CB, a két derékszogi
haromszog, ALD és BCD a SZOG-OLDAL-SZOG egybevagdsagi tétel alapjan
egybevago, és ezért befogoik is egybevagoak, azaz LD =BD . Tehat LDB haromszdg
egyenld szard, s igy DLBZ=DBLZ.

Ezek alapjan 180°=LAB/+ ABL/+BLAZ=90°— ABC/+ ABL/+90°+ ABL/,
amibdl kovetkezik, hogy 2- ABLL = ABCZ, amit bizonyitani kellett.

2. Oldd meg az egyenletrendszert!
log, x+log, y+log, z=2,

log, y+log, z+log, X =2,
log, z +log,, x+log,, y =2.

Megoldas. Az egyenletrendszer értelmezési tartomanya miatt x>0,y >0,z >0, ezért
atalakithat6 a kovetkez6 alakba:

1 1

log, x+Elog2 y+§Iog2 z=1log, 4,
1 1

log, y+§ log, z +§ log, x =109, 9,

log, z+%|og4 x+%|og4 y =log, 16,

Iletve
xJyz =4, yJzx=9, z\/ﬁzlﬁ

Osszeszorozva a fenti egyenleteket adddik, hogy(xyz)2 =576 = 24%, vagyis xyz =24.
Visszahelyettesitve a kapott ertéket az els6 egyenletbe, kapjuk a megoldasokat:
2 27 32

3° 7 g 3’
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3. Hatarozd meg mindazon x és y valos szamokat, amelyekre
x? —2xcos(xy)+1=0.

Megoldas. Az adott egyenlet atalakitas utan:
x* —2xcos(xy)+cos’ (xy)+sin*(xy)=0, azaz (x—cos(xy))2+sin2(xy):0
alakban irhatd fel, s ez a rendszer ekvivalens az x—cos(xy):O és sin(xy):O

egyenletrendszerrel. Ha sin(xy)=0, akkor cos(xy)=1, ahonnanx =1 vagyx=—1
Ha x=1, akkor cosy =1, ahonnany =2k~ .
Ha x=-1, akkor cos(—y)=-1, ahonnany =(2m+1)7.

Az egyenlet megoldashalmaza: M ={(1,2kz ),k e Z} u{(—l,(Zm +1)7),me Z} .

4. Melyik n természetes szam esetén van a (2+ x2)n +(2+i2) =18 egyenletnek
X

legtobb kiilonb6zo valos gyoke?

Megoldés. Felhasznalva a szamtani (aritmetikai) és a mértani (geometriai) kozép

kozti egyenldtlenséget, valamint, hogy (Va)(ae R = a’ +i2 >2), felirhatjuk, hogy
a

18=(2+x?) +(2+X—12jn 22-\/(2+ x?) -(2+%}n :2-\/(4+2-[x2+%j+1]n >

>2-\(4+2-2+1)" =2-3".
Ebbdl kovetkezik, hogy 18>2-3" és adédik, hogy ne{0,1, 2}. Ha n=0, akkor

0
(2+x2)0+(2+i2j =18 esetén nincs valds megoldds. Ha n=1, akkor
X

1
(2+x2)1+[2+i2J =18, s a valés megoldasok az x*—14x*+1=0 egyenlet
X

2
megoldasai, vagyis x> =7+4+/3 =4i2-2J§+3=(i2iJ§), amibsl kovetkezik,

hogy a megoldésok halmaza M ={2+\/§, 2-3, =243, —2—J§}. Ha n=2,

2
akkor (2+x2)2+(2+%j =18 alakll az egyenlet, s a valés megoldasok az
X

x4+4x2—10+i2+i2:0 szimmetrikus egyenlet megoldasai. Tehat x2+i2:a
x> X X
helyettesitéssel kapjuk az (a2—2)+4a—10:0 egyenletet, amelynek a megoldéasai

) " 1
a, =2, a,=-6, innen, elsd esetben X*+— =2, ahonnan x*—2x*+1=0, amelynek
X

megoldasai x=1 és x=-1, a masodik esetben pedig x2+i2=—6, illetve
X

x* +6x° +1 =0, amely nem ad valds megoldast. A keresett érték n=1.
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12. évfolyam

1. Egy természetes szamot sikeresnek neveziink akkor, ha tizes szamrendszerbeli
alakjaban szereplé szamjegyeit ket csoportra lehet osztani ugy, hogy a
csoportokban 1évo szamjegyek 0sszege megegyezzen. Keresd meg azt a legkisebb
N természetes szamot, amelyre N isés N +1 is sikeres!

Megoldas. Nyilvanvald, hogy egy tetszOleges sikeres szam szamjegyeinek Osszege
paros. N es N +1 egyszerre csak akkor lehet sikeres, ha N kilencesre végzodik.
Ellenkez6 esetben ugyanis N és N +1 szamjegyei Osszegének paritasa eltérd lenne.
N nem lehet kétjegyli szam, mert az egyetlen lehetséges kétjegyli szam ekkor az
N =99 lenne, de ekkor N+1=100 nem sikeres szam. Tehat a haromjegy(i N
szamokat kell vizsgalni, vagyis:
N =xy9

ahol y<9, igy

N +1=x(y+1)0.
Ekkor x+y=9 és x=y+1, amibdl x=5, y=4. A Keresett sikeres szamok tehat az
549 és 550.

2. Az ABC hegyesszogii haromszogben legyen D pont a C csucsbol hazott
magassag talppontja ugy, hogy AD=BC érvényes. Ha L pont a D pontbdl
huzott merdéleges talppontja az A csucsbol szerkesztett magassagra, akkor
igazold, hogy a BL az ABCZ szogfelezije!

Megoldés. Mivel DALL=90°-ABC/L=BCDZ és AD=CB, a két derékszogl
haromszog, ALD és BCD a SZOG-OLDAL-SZOG egybevagdsagi tétel alapjan
egybevago, és ezért befogoik is egybevagoak, azaz LD =BD . Tehat LDB haromszog
egyenld szarq, s igy DLB/=DBL/.

Ezek alapjan 180°=LAB/+ ABL/+BLAZ=90°— ABC/+ ABLZ+90°+ ABL/,
amibdl kovetkezik, hogy 2- ABLL = ABCZ, amit bizonyitani kellett.

3. Oldd meg a valés szamok halmazan a kovetkezé egyenletet:

Jx—2ﬁ+\/x+2m =log,(x-1).
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Megoldés. Mivel az egyenlet bal oldala nemnegativ, igy log,s (x—1)>0 kell legyen,

ahonnan 0<x-1<1=1<x<2. gy az egyenlet értelmezési tartomanya D =(1,2].
Vegyuk észre tovabba, hogy

x-2x—1=(Vx-1-1)
és
X+ZJE:(\/E+1)2,

ezeért az egyenlet felirhat6 a kovetkezé alakban:

‘X—\/E‘+‘X+\/E‘: log,s(x—1).

Ha figyelembe vesszilk az értelmezési tartomanyt, akkor az egyenlet felirhat6 abszolut

értekek nélkul a
VX=1+1-+/x-1+1=log,s(x—1)

alakban, ahonnan
log,s (x—-1)=2.

Innen

x-1=0,5" < x:1+1<:>x:§.
4 4

Konnyen leellendrizhetd, hogy ez a szam valoban megoldasa az egyenletnek.

4. Hatarozd meg, hogy mely n természetes szamok esetén lesz az

S =2015"+2015"" +...+2015+1
kifejezés oszthatd 2014-gyel! Hatarozd meg a keét legkisebb ilyen szamot!

Megoldas. El8szér belatjuk, hogy S —(n+1) oszthaté 2014-gyel. Mivel

S—-(n+1)=

=S —(1+1+..+1)=

=(2015" ~1)+(2015"* ~1)+...+(2015 1) +(1-1),
Ezért barmely k >0 természetes szdm esetén

2015 —1=(2015-1)(2015"* +2015" * +...+1),

igy a (2015 1) tagok mindegyike, illetve S —(n+1) is oszthat6 2014-gyel.
Ebbdl kovetkezik, hogy S akkor és csakis akkor oszthaté 2014-gyel, ha (n+1) is

oszthatdé 2014 -gyel.
A Két legkisebb természetes szam, amelyekre S oszthatd 2014 -gyel, a 2013 és a
4027 .
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A XI111. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
DIJAZOTTJAI

5. évfolyam

. Csikos Petra, Oktober 10. Altalanos Iskola, Szabadka, 1. dij

. Arok Anna, Jovan Jovanovié¢ Zmaj Altaldnos Iskola, Magyarkanizsa, 11. dij

. Nagy Albert, Petdfi Sandor Altalanos Iskola, Hajdtjaras, 11. dij

. Erdélyi Szonya, Arany Janos Altalanos Iskola, Oromhegyes, 111. dij

. Lazar Anna, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Altalanos Iskola, Magyarkanizsa, 1. dij

DN bWk

. évfolyam

. Kovécs Alex, Pet6fi Brigad Altalanos Iskola, Kula, 1. dij

. Gal Jozsef, Ady Endre Kisérleti Altalanos Iskola, Kishegyes, 11. dij
. Apro Dorottya, Jovan Miki¢ Altalanos Iskola, Szabadka, 111. dij

WN — O

. évfolyam

. Fodor Gébor, Majsai uti Altalanos Iskola, Szabadka, 1. dij

. Siili Akos, Széchenyi Istvan Altalanos Iskola, Szabadka, I1. dij
. Fehér Konrad, Jovan Miki¢ Altalanos Iskola, Szabadka, I1. dij
. Molnar David, Kizur Istvan Altalanos Iskola, Szabadka I11. dij

A WN PR~

. évfolyam

. Besnyi Levente, Jovan Jovanovic Zmaj Altalanos Iskola, Szabadka, 1. dij
. Paréczi Orsolya, Ady Endre Kisérleti Altalanos Iskola, Kishegyes, 11. dij
. K6sz6 Emilia, Ady Endre Altalanos Iskola, Torda, I11. dij

W N OO

10. évfolyam
1. Szilagyi Eva, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Gimnazium, Ujvidék, . dij
2. lllés Tamaés, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnéazium és Kollégium, Zenta, I11. dij

11. évfolyam
1. Szdgi Evelin, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
2. Gulyas Oldal Laura, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, I11. dij

12. évfolyam

1. Dob6 Mark, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

2. Gyarmati Edvard, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, I1. dij

3. Varga Somogyi Arpad, Svetozar Markovié¢ Gimnazium, Ujvidék, 111. dij

4. Borsos Teodora, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij
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A XIV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

. uﬁ 1“’4; AA“‘tﬂ/IA A

*uy ;

A versenyz6k és az altaluk allitott fraktal-karacsonyfa.
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XIV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2016. december 3.

5. évfolyam

1. Egy jatékkészletben 3 kocka tdmege annyi, mint 2 hengeré, 10 hengeré
annyi, mint 6 téglatesté, 5 kockaé pedig annyi, mint 3 gémbé. Hany gémb
nyom annyit, mint 4 téglatest?

2. Hany lapos az a konyv, amelynek oldalait a 3. oldallal kezdték szamozni, és a
szdmozashoz 1090 db szamjegyet hasznaltak fel?

3. Egy zenei osztalyban kétszer annyi didk tanul zongorazni, mint ahany hegedil.
Oten mindkét hangszeren jatszanak. Hanyan zongoraznak és hanyan
hegediilnek ebben az osztalyban, ha 6sszesen 22 tanuld jatszik a két hangszer
valamelyikén?

4. Az 5x5-0s négyzetet a racsvonalak mentén darabold fel hét téglalapra agy,
hogy a téglalapok kozott ne legyen két egyformal

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.
Jé munkat!
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XIV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2016. december 3.

6. evfolyam

1. Hany olyan téglalap van, amelynek csucsai az alabbi négyzetracs racspontjaira
esnek?

2. Azonos betiik azonos természetes szamokat rejtenek. Fejtsd meg a betiik
jelentését:
a+b=28,5.-b=c,c-d=47,c:9=a.

3. Egy lottéhuzas eredménye a kovetkezé volt: 35, 40, 44, 46, 55. A szamokat
persze mas sorrendben huztak ki. Gabi a televizio képernydje elott iilve figyelte a
hazast és megéllapitotta, hogy a kihtzott szamok atlaga mindig egész szam volt.
Milyen sorrendben huzhattak ki a lottdszamokat?

4. Oszd fel az 6ra szamlapjat harom részre Ugy, hogy az egyes részekben a
szamjegyek mennyisége ¢és a szamok osszege is harom egymast koveto
természetes szam legyen!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XIV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2016. december 3.

7. evfolyam

1. A 2016 olyan négyjegyi szam, amelynek ha az utolso szamjegyét elosztom az
els6 szamjegyével, akkor az els6 harom szamjegyének osszegét kapom, azaz
6:2=2+0+1. Hany ilyen tulajdonsagu négyjegyii szam van 0sszesen?

2. Pista leirt egy szamsorozatot, amelynek elsé harom tagja: 1, 0, 2. A
kovetkezo tagot igy kapta meg, hogy az el6z6 kettot 6sszeszorozta (0-2), majd a
kapott szorzathoz hozzaadta a kozvetleniil elottiik lévét: 0-2+1=1. Ekkor a
sorozat mar négytagu lett: 1, 0, 2, 1. Majd folytatta ennek a szabalynak az
alkalmazasat mindaddig, amig el nem jutott a sorozat 2016. tagjaig. Vajon a
2016 . tag paros vagy paratlan szam?

3. Az ABC haromszég AB oldaldn adott a D pont, az AC oldalén pedig az E
pont ugy, hogy a DEB torottvonal az ABC haromszoget harom egyenlé tertletii
haromszogre osztja. Az ADE haromszdg egy 6 cm oldall szabalyos haromszdg.
Mekkora az AB és az AC oldal hossza? Lehet-e a BC oldal hossza 14 cm?

4. Anna Csokarol biciklizett hazafelé. Azt tervezte, hogy 15:00 dérakor ér haza.
Mivel az at 3/4 részét a tervezett idé 2/3-a alatt tette meg, ezért lassitott és igy
a tervezett idére ért haza. Milyen aranyban van az ,elsé” sebesség a ,,masodik”
sebességgel?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XIV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2016. december 3.

8. évfolyam

1. Pista leirt egy szamsorozatot, amelynek els6 harom tagja: 1, 0, 2. A
kovetkezo tagot ugy kapta meg, hogy az eloz6 kettot osszeszorozta (0 . 2) , majd a

kapott szorzathoz hozzaadta a kozvetleniil elottiik 1évot: 0-2+1=1. Ekkor a
sorozat mar négytagu lett: 1, 0, 2, 1. Majd folytatta ennek a szabalynak az
alkalmazasat mindaddig, amig el nem jutott a sorozat 2016. tagjaig. Vajon a
2016 . tag paros vagy paratlan szam?

2. Az x<y<z<t<s az ot legkisebb egymast koveté természetes szam, melyek
rendre oszthatéak 7 -tel, 6 -tal, 5-tel, 4-gyel és 3-mal. Melyek ezek a szamok?

3. Fekete Kaldz kapitany és legénysége hosszas kiizdelem utan elfoglalt egy
kereskedohajot. A hajon talalt arannyal teli kincseslada tartalmanak harmadat
Fekete Kal6z kapitany megtartotta maganak. A tobbit szétosztotta a legénység
tagjai kozott. A rangidds kapott 20 aranyat és a maradék tizedét, a kovetkezo
40 aranyat és a maradek tizedét, a harmadik 60 aranyat és a maradék tizedét és
igy tovabb. Igy a legénység tagjai mind ugyanannyi aranyat kaptak. Osszesen
hany kal6z élte tul a kizdelmet és osztozott a kincsen? Mennyi arany volt a
ladaban?

4. Az ABCD négyzet harom oldalat hdrom, a negyediket
pedig négy egyenld részre osztottuk, majd a megfelelé
pontok 0Osszekotésével megkaptuk a satirozott PQRS
négyszoget. Hatdrozd meg a satirozott és a nem
satirozott tertlet aranyat!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XIV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2016. december 3.

9. evfolyam

1. Fekete Kaloz kapitany és legenysége hosszas kizdelem utén elfoglalt egy
kereskedohajot. A hajon talalt arannyal teli kincseslada tartalmanak harmadat
Fekete Kal6z kapitany megtartotta maganak. A tébbit szétosztotta a legénység
tagjai kozott. A rangidos kapott 20 aranyat és a maradek tizedét, a kovetkezo
40 aranyat és a maradek tizedét, a harmadik 60 aranyat és a maradék tizedét és
igy tovabb. Igy a legénység tagjai mind ugyanannyi aranyat kaptak. Osszesen
hany kal6z élte tul a kizdelmet és osztozott a kincsen? Mennyi arany volt a
ladaban?

2. Legyenek X, X, Xy, ..., Xpp15: Xo016 €EYMAst koveto egész szamok, és legyen
=Xy FX =Xy + Xy — oo = Xogr4 + Xog15 — Xop15 = 2017 .
Mennyivel egyenl6 az X,,, szam?

3. Legyen ABC olyan derékszogii haromszog (derékszoggel a C csucsndl),
amelyben |AC|>|BC| teljesill. Legyen D az AB atfogé felezépontja, p pedig a
D ponton &thaladé CD egyenesre merdleges egyenes. A p egyenes a BC
egyenest E pontban, az AC szakaszt pedig F pontban metszi. Bizonyitsd be,
hogy a C csiicsbol az atfogora huzott merdleges felezi az EF szakaszt!

4. Fekete Kal6z kapitany kal6zhajéjan a matrézoknak pontosan kétharmada
félszemii, haromnegyede falabu, négyotode kampokezii, és 6thatoda kopasz. A
hajon a matrozok koziill pontosan azok tisztek, akik félszemiiek, falabuak,
kampokeziiek és kopaszok is egyben. A tisztek szama 5, és azt is tudjuk, hogy a
tisztek matrozoknak is szamitanak! Hany fos a kalézhajo legénysége?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XIV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2016. december 3.

10. évfolyam

1. Melyik az a legkisebb n természetes szam, amelyre
1—1 . 1—1 1—i <0,51?
4 9 n?

2. Létezik-e olyan 2 egység oldalhosszisagu rombusz, amelyben az atlok dsszege
egész szam? Ha van ilyen, akkor add meg az atlok hosszanak pontos értékét!

3. A val6s masodfok p(x) = ax® +bx+c polinom (ahol az a nem nulla) minden

P(x+1)— p(x-
2
S = p(-3)—2p(0) + p(3) 6sszeg pontos értéket!

2
X valds értékre teljesiti a p(x)=( l)j Osszefliggést. Add meg az

4. Fekete Kal6z kapitany kal6zhajéjan a matrozoknak pontosan kétharmada
félszemii, haromnegyede falabu, négyotode kampokezii, és 6thatoda kopasz. A
hajon a matrozok koziil pontosan azok tisztek, akik félszemiiek, falabuak,
kampokeziiek és kopaszok is egyben. A tisztek szama 5, és azt is tudjuk, hogy a
tisztek matrozoknak is szamitanak! Hany fos a kalézhajo legénysége?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XIV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2016. december 3.

11. évfolyam

1. Oldd meg az
X{‘/;Jrﬁ — y2 .3 y2

4
y&+ﬁ _ 3/X2
egyenletrendszert a valds szamok halmazan!

2. Szamitsd ki a sin6°-sin42°-sin66°-sin 78° szorzat értékét!

3. Hatarozd meg mindazokat az (a,b) val6s szamparokat, amelyekre teljestl az

(a+ ib)2016 =a—ib egyenléség!

4. Az ABC haromszdogbe irt kér kozéppontjan keresztil a BC=a, CA=b és
AB =c oldalakkal parhuzamos egyeneseket huzunk, amelyeken a haromszdg
sorra m, n, p szakaszokat metsz ki. Bizonyitsd be, hogy teljesul az

m n
—+—+ P_ 2 egyenloség!
a b c

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.
J6 munkat!
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XIV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2016. december 3.

12. évfolyam

1. Melyik az a négyjegyii négyzetszam, melynek els6 két szamjegye is és az utolsé
két szamjegye is egyenlé egymassal?

2. Szamold ki, hogy mennyivel egyenlé a %/Ba +1+(a+ 3) Ja+ %/3a +1-(a+3) Ja
kifejezés értéke, ha tudjuk, hogy az a >0 egyenlétlenség teljesiil!

3. lgazold, hogy ha valamely haromszogben a sz6gek tangensei szamtani
sorozatot képeznek, akkor a szdgek kétszeresének szinuszai szintén szamtani
sorozatot alkotnak!

4. Az ABC haromszogbe irt kor kozéppontjan keresztil a BC=a, CA=b és
AB =c oldalakkal parhuzamos egyeneseket huzunk, amelyeken a haromszog
sorra m, n, p szakaszokat metsz ki. Bizonyitsd be, hogy teljesul az

m+ﬂ+£ =2 egyenldség!
a b c

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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A XIV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

5. évfolyam

1. Egy jatékkészletben 3 kocka tdmege annyi, mint 2 hengeré, 10 hengeré
annyi, mint 6 téglatesté, 5 kockaé pedig annyi, mint 3 gémbé. Hany goémb
nyom annyit, mint 4 téglatest?

Megoldéas. A kockat jeldlje K, a hengert H, a téglatestet T, a gdémbot pedig G . A
feltételek alapjan:

3K =2H

10H =6T

5K =3G
Ha 3K =2H, akkor 15K =10H =6T . Ugyanakkor 5K =3G, azaz 15K =9G. A
15K -t kétfeleképpen is kifejeztik: ezek 6sszehasonlitdsabol kovetkezik, hogy
9G =6T, azaz 3G =2T, vagyis 6G =4T. Négy téglatest tomege tehat hat gomb
tomegével egyenlo.

2. Hany lapos az a konyv, amelynek oldalait a 3. oldallal kezdték szdmozni, és a
szdmozashoz 1090 db szamjegyet hasznaltak fel?

Megoldas. A szdmozast a 3. oldalon kezdték, igy 7 db egyjegyli szamot kellett
leirni. Ha az 0sszes kétjegyii szamot leirjuk, akkor 90-2 =180szamjegyet kell leirni.
fgy az els6 99 oldal szamozasahoz 187 db szamjegyet kell felnasznalni.

A konyv 1000-nél kevesebb oldalas, hiszen akkor az Gsszes haromjegyli szamot le
kell irni, ez pedig tovabbi 3-900=2700db szamjegyet jelent. Ennyit azonban nem
irtak le. Ebbdl kovetkezik, hogy 1090-187 =903db szdmjeggyel haromjegyii
szamokat irtak le. Ezzel 301 db haromjegyti szamot lehet leirni. Igy viszont a konyv
99 + 301 =400 oldalas, azaz 200 lapos.

3. Egy zenei osztalyban kétszer annyi diak tanul zongorazni, mint ahany hegeddil.
Oten mindkét hangszeren jatszanak. Hanyan zongoraznak és hanyan
hegedulnek ebben az osztalyban, ha 6sszesen 22 tanul6 jatszik a két hangszer
valamelyikén?

Megoldas. Ha 6sszeadjuk a zongorazni és a hegedilni tanuld didkok szamat, akkor a
mindkét hangszeren jatsz6 tanulokat kétszer szamoltuk. Igy ez az 6sszeg 22 +5=27.
Mivel zongordzni kétszer annyian tanulnak, mint hegedilni, ezért a zongorazni
tanuldk szdma 18, a hegediilni tanul6k szama 9.

4. Az 5x5-0s négyzetet a racsvonalak mentén
darabold fel hét téglalapra ugy, hogy a
téglalapok kozott ne legyen két egyformal

Megoldés. Lasd az abrat!
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6. évfolyam

1. Hany olyan téglalap van, amelynek csucsai az alabbi négyzetracs racspontjaira
esnek?

Megoldas. A téglalapok oldalai lehetnek ,,ferdék” vagy ,,allok™.
Ferde téglalap csak egyféle lehet:

Ebbdl kettd van.

Az allé téglalapokat oldaluk hossza szerint csoportosithatjuk.
El6szor az egy egység magassaguakat vessziik:

Ebbdl hat darab van. Ebbdl négy darab van. Ebbdl két darab van.

Majd a két egyseg magasak kdvetkeznek:

e o ® e o

e o [ e o

e o ° e o
Ebbdl harom darab van.  Ebbdl két darab van. Ebbdl egy darab van.

Osszesen: hisz téglalap van.
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2. Azonos betiik azonos természetes szamokat rejtenek. Fejtsd meg a betiik
jelentéset:
a+b=28,5-b=c,c-d=47,c:9=a.

Megoldéas. Az utolso Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy a ¢ szdm oszthatd 9-cel. A
masodikbol az olvashato ki, hogy a ¢ szam az 5 t6bbszorose, a harmadikbdl pedig
az, hogy c nagyobb, mint 47. Ezért a ¢ legkisebb értéke 90. A c=90-et az
osszefiiggésekbe helyettesitve kapjuk, hogy a=10, b=18, d =43.

A Cc szam kovetkezd értéke a 135 lehetne. Ekkor azonban a=15, az els6
Osszefliggésbol b =13, a masodikbol viszont b=18. A ¢ értéke tehat nem lehet 135.
A c érteket tovabb ndvelve nem kapunk megoldésokat.

3. Egy lottéhuzas eredménye a kovetkezé volt: 35, 40, 44, 46, 55. A szamokat
persze mas sorrendben huztak ki. Gabi a televizio képernydje elott iilve figyelte a
hazast és megallapitotta, hogy a kihtzott szamok atlaga mindig egész szam volt.
Milyen sorrendben huzhattak ki a lottészamokat?

Megoldéas. Ha az 0t szamot 6sszeadjuk 220 -at kapunk, ami oszthaté ottel, tehat az 6t
szam atlaga egesz szam. Visszafelé gondolkodva meg kell talalnunk azt a négy
szamot melynek 6sszege oszthat6 4 -gyel. Ezt kétféle modon tudjuk elérni: a 40 vagy
a 44 kivonasaval. Ha a 40 -et kilonitjik el, akkor 180-at kapunk, ami ugyan oszthatd
4 -gyel, de nem tudunk tovabb haladni visszafelé. Ha a 44 -et kilonitjuk el, akkor
176-ot kapunk, ami szintén oszthatd 4 -gyel, tehat az utoljara kihtzott szdm a 44. A
176 harommal osztva kett6t ad maradékul, igy csak a 35 lehet a negyedik kihGzott
szam. Harmadikként az 55-6t htiztak ki, mert az els6 két szam Osszegének parosnak
kell lennie. igy két féle htizasi sorrend lehetséges: 40, 46, 55, 35, 44 vagy 46, 40,
55, 35, 44.

4. Oszd fel az 6ra szamlapjat harom részre Ugy, hogy az egyes részekben a
szamjegyek mennyisége ¢és a szamok osszege is harom egymast koveto
természetes szam legyen!

Megoldas. 1-t61 12-ig a szamokban 6sszesen 15 szamjegy van. Ezért a szdmjegyek
szdma az egyes részekben: 4, 5 és 6 lesz. Az 6ra szamlapjan 1év6 szamok Osszege
78. A koOzéps6 Osszeg tehat 78:3=26. A hadrom 0sszeg ezért: 25, 26 és 27. A két
feltétel csak akkor teljesiil egyszerre, ha az els6 részben a 8, 9, 10 (4 szadmjegy,
Osszeguk 27), a masodikban a 3, 4, 5, 6, 7 (5 szamjegy, 6sszegik 25), a
harmadikban pedig az 1, 2, 11, 12 (6 szdmjegy, 6sszeguk 26) szamok kerilnek.
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7. évfolyam

1. A 2016 olyan négyjegyi szam, amelynek ha az utolso szamjegyét elosztom az
els6 szamjegyével, akkor az elsé hiarom szamjegyenek 0Osszegét kapom, azaz
6:2=2+0+1. Hany ilyen tulajdonsagi négyjegyii szam van osszesen?

Megoldas. Rendszerezziik a keresett szamokat az els6 majd az utolsdé szamjegyiik
szerint emelkedd sorrendben:
1__1:1 db (kdzépen 00 all)

1 2: 2 db(kézépen 01 és 10 allhat)

1 3: 3 db(kbzépen 02, 11, 20 allhat)

1 _4: 4 db (k6zépen 03, 12, 21, 30 allhat)

1 _5:5 db(kdzépen 04, 13, 22, 31, 40 allhat)

1 _6:6 db(kdzépen 05, 14, 23, 32, 41, 50 allhat)

1 __7:7 db(kozépen 06, 15, 24, 33, 42, 51, 60 allhat)

1 8:8 db(kozepen 07, 16, 25, 34, 43, 52, 61, 70 allhat)
1 9:9 db (kozepen 08, 17, 26, 35, 44, 53, 62, 71, 80 allhat)
2 4:1db(kozépen 00 all)

2 6:2 db(kdzépen 01 és 104llhat)

2 8:3 db(kdzépen 02, 11, 20 allhat)

3__9:1db (kbzépen 00 all)

Osszesen: 14+2+3+4+5+6+7+8+9+1+2+3+1=45+7=52, tehat 52 ilyen
szam létezik.

2. Pista leirt egy szamsorozatot, amelynek elsé harom tagja: 1, 0, 2. A
kovetkezé tagot uigy kapta meg, hogy az el6z6 kettét dsszeszorozta (0-2), majd a
kapott szorzathoz hozzaadta a kozvetleniil eléttiik lévét: 0-2+1=1. Ekkor a
sorozat mar négytagu lett: 1, 0, 2, 1. Majd folytatta ennek a szabalynak az
alkalmazasat mindaddig, amig el nem jutott a sorozat 2016. tagjaig. Vajon a
2016 . tag paros vagy paratlan szam?

Megoldéas. Konkrét szamok helyett szamoljunk azok paritasaval: Jelélje n a paratlan,
S pedig a paros szamokat. Ekkor a sorozat els6 harom tagjat igy irhatjuk fol: n,s,s.
A negyedik tag: s-s+n=s+n=n. Az elsé négy tag igy: n,s,s,n. Az 06todik
tag:s-n+s=s+s=s. Az elsé 6t tag: n,s,s,n,s. A hatodik tag: n-s+s=s+s=s.
fgy az elsé hat tag: n,s,s,n,s,s. Mivel a sorozatképzési szabaly csak a legutolsd
harom tagot veszi figyelembe, és az utolsd6 harom tag megegyezik azzal a harom
taggal, amely a harmadik tag képzése utan volt utolsé harom, igy a tovabbi tagok is
ugy folytatodnak, ahogyan a sorozat a negyedik tagtdl folytatédik. Ezt a
gondolatmenetet megismételve kapjuk a kovetkezd sorozatot:
ns,s,n,s,s,ns,s,n,s,s,....

A sorozatban azokon a sorszdmu helyeken, amelyek hdrommal oszthatdak, s Aall.
Ilyen szam a 2016 is, igy a 2016. helyen is s All.
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3. Az ABC haromszdg AB oldalan adott a D pont, az AC oldalan pedig az E
pont Ugy, hogy a DEB torottvonal az ABC haromszdget harom egyenlé terileti
haromszogre osztja. Az ADE haromszdg egy 6 cm oldall szabalyos haromszog.
Mekkora az AB ésaz AC oldal hossza? Lehet-e a BC oldal hossza 14 cm?

Megoldéas. Tekintsuk a mellékelt &brat. Ha a DEB

toréttvonal harmadolja a hdromszdget, akkor az ED C
szakasz felezi az ABE haromszoget, igy D
felezépontja az AB oldalnak, vagyis AB =12 cm.
Tovébba, ha DEB tordttvonal harmadolja a
haromszoget, akkor az EB szakasz 2:1 arényban
osztja a teriiletét, vagyis az E pont is 2:1 aranyban A D B
osztjaaz AC oldalt, tehdt AC =9 cm.

A haromsz6g A csucsnal 1évo szoge 60°, a masik két

sz0g koziil egyik szog kisebb, a masik nagyobb ndla. Ez igaz a szemben fekvo
oldalakra is, vagyis a BC oldal 9 cm-nél nagyobb és 12 cm-nél kisebb, tehat nem
lehet 14 cm hossza.

4. Anna Csokardl biciklizett hazafelé. Azt tervezte, hogy 15:00 érakor ér haza.
Mivel az at 3/4 részét a tervezett idé 2/3-a alatt tette meg, ezért lassitott és igy
a tervezett idére ért haza. Milyen ardnyban van az ,.elsé” sebesség a ,,masodik”
sebességgel?

Megoldés. Az els6 sebességgel az at 3/4 részét az egész utra tervezett id6 2/3-a
alatt tette meg. Mivel egyenletesen haladt, ezért fele annyi id6 alatt fele annyi utat tett
meg, vagyis 1/3 id6 alatt az ut 3/8-at. Lassitas utan az ut hatralévé 1/4 részét az
egész utra szant id6 1/3-a alatt tette meg. Ezek szerint azonos id6 alatt az els6
sebességgel az Gt 3/8-at, a masodik sebességgel 1/4 részét tette meg. Az azonos id6
alatt megtett utak Ugy aradnylanak egyméashoz, mint a sebességek, tehat

3.1 3.2

ViV, =—i—=—-1-=3:2,

8 4 8 8

vagyis a keresett arany 3:2.
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8. évfolyam

1. Pista leirt egy szamsorozatot, amelynek els6 harom tagja: 1, 0, 2. A
kovetkezo tagot ugy kapta meg, hogy az el6z6 kettét dsszeszorozta (0-2), majd a
kapott szorzathoz hozzaadta a kozvetleniil eléttiikk lévét: 0-2+1=1. Ekkor a
sorozat mar négytagu lett: 1, 0, 2, 1. Majd folytatta ennek a szabalynak az
alkalmazasat mindaddig, amig el nem jutott a sorozat 2016. tagjaig. Vajon a
2016 . tag paros vagy paratlan szam?

Megoldas. Konkrét szamok helyett szamoljunk azok paritasaval: Jeldlje n a paratlan,
s pedig a paros szamokat. Ekkor a sorozat els6 harom tagjat igy irhatjuk fol: n,s,s.
A negyedik tag: s-s+n=s+n=n. Az els6 négy tag igy: n,s,s,n. Az 0todik
tag:s-n+s=s+s=s. Az els6 6t tag: n,s,s,n,s. A hatodik tag: n-s+s=s+s=s.
fgy az elsé hat tag: n,s,s,n,s,s. Mivel a sorozatképzési szabaly csak a legutolsd
harom tagot veszi figyelembe, és az utolsd6 harom tag megegyezik azzal a harom
taggal, amely a harmadik tag képzése utan volt utolsé harom, igy a tovabbi tagok is
ugy folytatédnak, ahogyan a sorozat a negyedik tagtdl folytatédik. Ezt a
gondolatmenetet megismételve kapjuk a kovetkezd sorozatot:
ns,s,n,s,s,n,s,s,ns,s,....

A sorozatban azokon a sorszamu helyeken, amelyek harommal oszthatoak, s all.
Ilyen szam a 2016 is, igy a 2016. helyen is s all.

2. AZ x<y<z<t<s az ot legkisebb egymast koveté természetes szam, melyek
rendre oszthatéak 7 -tel, 6 -tal, 5-tel, 4-gyel és 3-mal. Melyek ezek a szamok?

Megoldas. Ha x oszthato 7 -tel, akkor x+7 is oszthatd 7 -tel. Ha y oszthat6 6 -tal,
akkor y+6 is oszthat6 6 -tal, és igy tovabb. Mivel
X+7=y+6=2+5=t+4=5+3,
ezert x+7 oszthatd 7 -tel, 6 -tal, 5-tel, 4 -gyel és 3-mal. A legkisebb ilyen szam a
3.4.5.7=420,
tehat az x értéke 413. A keresett szamok tehat: 413<414<415<416<417.

3. Fekete Kal6z kapitany és legénysége hosszas kizdelem utén elfoglalt egy
kereskedohajot. A hajon talalt arannyal teli kincseslada tartalmanak harmadat
Fekete Kal6z kapitany megtartotta maganak. A tobbit szétosztotta a legénység
tagjai kozott. A rangidds kapott 20 aranyat és a maradék tizedét, a kovetkezo
40 aranyat és a maradék tizedét, a harmadik 60 aranyat és a maradék tizedét és
igy tovabb. Igy a legénység tagjai mind ugyanannyi aranyat kaptak. Osszesen
hany kal6z élte tal a kizdelmet és osztozott a kincsen? Mennyi arany volt a
ladadban?

Megoldas. A legénység X aranypénzen osztozik. Az elsé két kal6z ugyanannyi
aranyat kapott, ezért felirhato, hogy:

0 X_60_x—20
20+ =40+— 10
10

ahonnan x=1620. Az els6 két matr6z 180 aranyat kapott, igy a tobbiek is ennyit,
azaz 9-en osztoztak a 1620 aranyon. A kapitany is él, és 6 810 aranyat zsebelt be.
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Tizen élték tul a kiizdelmet és sszesen 2430 aranyat talaltak.

4. Az ABCD négyzet harom oldalat harom, a
negyediket pedig négy egyenlé részre osztottuk, majd a
megfelel6 pontok dsszekotésével megkaptuk a satirozott
PQRS négyszoget. Hatadrozd meg a satirozott és a nem

satirozott terilet aranyat!

Megoldés. Legyen a négyzet oldala a. A PRS és SNM
haromszogek egyenld szariak és az S csucsnal 1évo
szogeik egybevagoOak, ezért a két haromszdg hasonlo.
Magassagaik aranya egyenlé az alapjaik aranyaval, ami 3:2. Innen kovetkezik, hogy

a PRS haromsz0g magassaga 2—561. A Q pontbol merdlegest huzunk az AB oldalra.

Az igy kapott QLR haromszog hasonld a KAR haromszoggel, hiszen mindketté
derékszogli és az R csucsnal 1évé szogiik kozos. Oldalaik aranya 1:4. Innen

kovetkezik, hogy a PRQ haromszdg magassaga %. A

D M N ¢
satirozott teriilet nagysaga:
2 2 2
r-a22alaal a & 19 ¢ .
3 52 3122 15 72 360
A fehér teriilet nagysaga: K
341a° A
Tf:aZ—TS: 360 p, &

.19
a keresett arany pedig: —.
y pedig 341
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9. évfolyam

1. Fekete Kaloz kapitany és legenysége hosszas kizdelem utén elfoglalt egy
keresked6hajot. A hajon taldlt arannyal teli kincseslada tartalmanak harmadat
Fekete Kal6z kapitany megtartotta maganak. A tébbit szétosztotta a legénység
tagjai kozott. A rangidés kapott 20 aranyat és a maradék tizedét, a kovetkezo
40 aranyat és a maradek tizedét, a harmadik 60 aranyat és a maradék tizedét és
igy tovabb. Igy a legénység tagjai mind ugyanannyi aranyat kaptak. Osszesen
hany kaloz élte tul a kizdelmet és osztozott a kincsen? Mennyi arany volt a
ladaban?

Megoldas. A legénység X aranypénzen osztozik. Az elsé két kaléz ugyanannyi
aranyat kapott, ezért felirhato, hogy:

60— x—20
=40+ —10
10
ahonnan x=1620. Az els6 két matr6z 180 aranyat kapott, igy a tobbiek is ennyit,
azaz 9-en osztoztak a 1620 aranyon. A kapitany is él, és 6 810 aranyat zsebelt be.
Tizen élték tul a kiizdelmet és dsszesen 2430 aranyat talaltak.

204+ X=20

2. LegyeneK X, X, Xy, ..+, Xo0151 X016 €EYMAst kovetd egész szamok, és legyen
—Xo X =Xy +Xg = .= X4 + Xogg5 — Xoo15 = 2017 .
Mennyivel egyenlé az X,,, szam?

Megoldas. Mivel X,, X, X,, ..., Xy015: X505 €gymast kovetd egész szamok, ezért
X +X =1L =X, +X =L, =Xy, + X5 =1.
A fentiek alapjan az adott egyenldség felirhatd, mint
(=% 4% )+ (=X, + X3 )+ 4 (—Xa1a + Xaoz5 ) = Xo036 = 2017,
azaz 1008 —x,,,, = 2017, ahonnan adodik, hogy X,,,, =—1009.

3. Legyen ABC olyan derékszogii haromszog (derékszoggel a C csucsnal),
amelyben |AC|>|BC]| teljestl. Legyen D az AB atfogé felezépontja, p pedig a
D ponton &athaladdé CD egyenesre meréleges egyenes. A p egyenes a BC

egyenest E pontban, az AC szakaszt pedig F pontban metszi. Bizonyitsd be,
hogy a C csiicsbél az atfogéra hizott meroleges felezi az EF szakaszt!

Megoldas. Legyen BACZL=«, ABCZ=p és |AC|>|BC|, valamint legyen az M

pont a C cstcsbol az atfogora hiizott merdleges és az EF szakasz metszéspontja.
Mivel minden derékszogli hdromszog koréirhatd korének kozéppontja az atfogd
felezépontja, igy a D pont az ABC haromszog koreirhatd korének kozéppontja.
Ebbdl adodik, hogy |DA|=|DC|, vagyis az ADC héromszdg egyenld szara és ezért
DCA/=CAD/=CAB/=«a, valamint CEM/=CED/=DCAZ=«, mert
merdleges szaru hegyesszogek. Hasonldan kapjuk, hogy MCB/ =BAC/ =«, mert

szintén merdleges szaru  hegyesszogek. Ebbdl kovetkezik, hogy
CEM £ =MCBZ =MCEZ = &, amibdl jon, hogy az MEC haromszog egyenl6 szaru,
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tehat |MC| =|ME]|. Tovabba,

MCF 2/ =MCAZ=ABCZ =/, mert ezek is
merdleges szara hegyesszogek. Mivel a
CMFZ az MEC haromszog kiils6é szoge,
ebbdl adodik, hogy CMF/=2a. Az MCF
haromszdgben teljesdil, hogy
MFC £+ MCF £+ CMF £ =180°, vagyis
MFC/£+ S+ 2a =180°.

Mivel a+=90°, ezért MFC/L+a=90°,
azaz MFCZ =90°—a = 3. Ebbdl egyértelmiien adodik, hogy az MCF haromszdg
egyenl0 szaru, ahonnan |MC| = |MF| kovetkezik. EbboOl viszont adoédik, hogy

IMC| =|MF|=|ME|, azaz M felezi az EF szakaszt.

4. Fekete Kal6z kapitany kal6zhajojan a matrozoknak pontosan kétharmada
félszemii, haromnegyede falabu, négyotode kampokezii, és 6thatoda kopasz. A
hajon a matrozok koziil pontosan azok tisztek, akik félszemiiek, falabuak,
kampokeziiek és kopaszok is egyben. A tisztek szdma 5, és azt is tudjuk, hogy a
tisztek matrozoknak is szamitanak! Hany fos a kalézhajo legénysége?

Megoldas. Elészor belatjuk, hogy a hajon S =60 m matroz van. A szdveg alapjan a
matrézok sz&ma 3-mal, 4-gyel, 5-tel és 6-tal oszthatd, de akkor oszthaté ezek
legkisebb koz0s tobbszorosével is azaz 60 -nal, tehat
S=60, S=120, S=180, ..,ham=123,...

Minden nem félszemii matroznak huzzunk a fejére egy kék sapkat, ekkor kiosztottunk
20 m sapkéat. Minden matrdznak, aki nem faldbl huzzunk a fejére egy piros sapkat,
ekkor kiosztottunk 15 m sapkat. Minden nem kampodkez{i matréznak hiuzzunk a fejére
egy zold sapkét, ekkor kiosztottunk 12 m sapkat. Minden nem kopasz matroznak
hlizzunk a fejére egy fehér sapkat, ekkor kiosztottunk 10 m sapkat. igy dsszesen 57 m
darab sapkat osztottunk ki. Mivel a matr6zok szama 60 m, legaldbb 3 m olyan
matréz van, akinek a fején nincs egyetlen sapka sem, ami éppen azt jelenti, hogy
legaldbb 3 m matroz rendelkezik mind a négy tulajdonsédggal. Mivel a hajon van
legaldbb 5 matroz, ezért az m értéke 2 vagy annal nagyobb, igy 3 m legaldbb 6,
azaz ezek azok, akik mind a négy tulajdonsaggal rendelkeznek. Mivel ez a feladat
szerint pontosan 5, ezért m=1 lehetséges, vagyis a hajon pontosan 60 matroz
szolgal. Hatra van még annak megmutatésa, hogy 60 matr6zzal kielégithet6 a feladat
allitasa. Ezt mutatja az alabbi tablazatban az ellendrzés:

Hany f6? Félszemii  Falabi Kampoékezii Kopasz
10 X X X
12 X X X
13 X X X
2 X X
18 X X X
5 X X X X
60 40 45 48 50
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10. évfolyam

1. Melyik az a legkisebb n természetes szam, amelyre

g

Megoldas. K6zos nevezére hozzuk a zardjelekben 1évé kifejezéseket majd szorzatta
alakitjuk a szdmlalokat €s nevezdket, s az Osszes lehetséges egyszerlsités elvégzése
utan a kovetkezo alakot kapjuk:

2
(1_1)(1_1)_,,(1_%:4—1.9—1___.n -1_
4 9 n? 4 9 n?

132435  (n=2)n  (n-1)(n+1) n+1
22 33 4477 (n-1)(n-1) nn  2n’

Keresslk tehat azt a legkisebb n értéket, amelyre n2—+1<0,51, vagyis amelyre
n

1 + 1 < 1 + 1 azaz 1 < 1 . Az igy kapott egyenldtlenség megoldasa n>50,

2 2n 2 100 2n 100
igy a legkisebb érték, amire teljesil az egyenl6tlenség az n =51.

2. Létezik-e olyan 2 egyseg oldalhosszusagu rombusz, amelyben az atlok dsszege
egész szam? Ha van ilyen, akkor add meg az atlok hosszanak pontos értékét!

Megoldés. Ha létezik ilyen rombusz, akkor az atlék felére és az oldalra felirt

haromszog-egyenldtlenség alapjan: %4‘% >2,mert e>2 és f>2,azaz e+ f >4,

illetve e<4 és f <4,azaz e+ f <8.

A kapott egyenl6tlenségek alapjan egész megoldas csak az 5, 6 vagy 7 lehet.
Viszont az e? + f2 =16 egyenl6ségnek is teljesiilni kell az 4tlok merélegessége miatt.
A kapott egyenletrendszerek csak az e + f =5 esetén adnak megoldast. Ekkor

5+47 és f 5-47

5 > vagy forditva, tehat a keresett rombusz nem létezik.

3. A val6s masodfok p(x) = ax® +bx+c polinom (ahol az a nem nulla) minden

p(x+1)—p(x-1)
2
S = p(-3)-2p(0) + p(3) 6sszeg pontos értekét!

2
x valos értékre teljesiti a p(x)z( ] osszefiiggést. Add meg az

Megoldas. irjuk fel a megadott kifejezés jobb oldalat az a, b és c egyiitthatok
segitségeével:

pU)=[NX+D—pW—DJZZ(dx+nz+ux+n+c—au—nz—ux—n—gf:

2 2

2
j = (2ax+b)2 = 4a%x? + 4abx +b2.

_(4ax+2b
2
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Mivel ez minden x-re megegyezik a p(x)=ax?+bx+c polinommal, ez csak dgy
lehetséges, ha a megfeleld egyiitthatok megegyeznek, vagyis ha a=4a’, tehat ha

a:%, mivel a nem lehet nulla, b:4ab:4-%b:b, vagyis b tetszéleges valos

sz&m, és végill ha ¢ =b?. Ekkor p(x) = % x? +bx+b?. A keresett dsszeg

S =p(-3)-2p(0) + p(3)=%-(—3)2—3b+b2—2b2+%-32+3b+b2 =%.

4. Fekete Kal6z kapitany kal6zhajojan a matrézoknak pontosan kétharmada
félszemii, haromnegyede falabu, négyotode kampokezii, és 6thatoda kopasz. A
hajon a matrozok koziil pontosan azok tisztek, akik félszemiiek, falabuak,
kampokeziiek és kopaszok is egyben. A tisztek szama 5, és azt is tudjuk, hogy a
tisztek matrozoknak is szamitanak! Hany fos a kalozhajo legénysége?

Megoldas. Elészor belatjuk, hogy a hajon S =60 m matr6z van. A szdveg alapjan a
matrozok szdma 3-mal, 4-gyel, 5-tel és 6-tal oszthato, de akkor oszthaté ezek
legkisebb koz0s tobbszorosével is azaz 60 -nal, tehat
S=60, S=120, S=180, ..,ham=123,...

Minden nem félszemii matroznak huzzunk a fejére egy kék sapkat, ekkor kiosztottunk
20 m sapkéat. Minden matrdznak, aki nem faldbl huzzunk a fejére egy piros sapkat,
ekkor kiosztottunk 15 m sapkat. Minden nem kampodkezii matréznak hiizzunk a fejére
egy zold sapkét, ekkor kiosztottunk 12 m sapkat. Minden nem kopasz matroznak
hlizzunk a fejére egy fehér sapkat, ekkor kiosztottunk 10 m sapkat. igy dsszesen 57 m
darab sapkat osztottunk ki. Mivel a matrozok szama 60 m, legaldbb 3 m olyan
matréz van, akinek a fején nincs egyetlen sapka sem, ami éppen azt jelenti, hogy
legaldbb 3 m matroz rendelkezik mind a négy tulajdonséggal. Mivel a hajon van
legaldbb 5 matroz, ezért az m értéke 2 vagy annal nagyobb, igy 3m legalabb 6,
azaz ezek azok, akik mind a négy tulajdonsaggal rendelkeznek. Mivel ez a feladat
szerint pontosan 5, ezért m=1 lehetséges, vagyis a hajon pontosan 60 matrdz
szolgal. Hatra van még annak megmutatdsa, hogy 60 matr6zzal kielégithet6 a feladat
allitasa. Ezt mutatja az alabbi tablazatban az ellendrzés:

Hany f6? Félszemii  Falabi Kampoékezii Kopasz
10 X X X
12 X X X
13 X X X
2 X X
18 X X X
5 X X X X
60 40 45 48 50
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11. évfolyam

1. Oldd meg az
XQ/L\/V — y2 .3 y2

4
y&+ﬁ _ 3/X2
egyenletrendszert a valds szamok halmazan!

Megoldas. A megoldas feltétele x>0 és y>0. Vegylk eszre, hogy az x=1 és
y=1, azaz az (1,1) rendezett par megoldasa az egyenletrendszernek.

Most tegyuk fel, hogy x=1, y=1. Ekkor tizes alapt logaritmussal atalakitjuk az
egyenleteket a kovetkezé modon:

(é/}+\/§)-logx=§|09 Y,

3

((1/;+\/y).|ogy:§|ogX,

valamint

(W+\/y) 8logy

3logx '

(4/;4‘\/9) 2|OgX

3logy

8logy 2logx
3logx 3logy
Most két esetet figyelhetiink. Ha 2logy =logx , tehat x = y?, visszahelyettesitve azt

kapjuk, hogy 2\/_:%, a megoldésa pedig (x, y):(16 4).

ahonnan kapjuk, hogy , azaz 4log® y =log® x.

81'9
Ha viszont 2logy =—log x, akkor ({‘/;Jr ﬁ) <0, ami lehetetlen.
A megoldashalmaz tehat: M = {(11)(5%}}

2. Szamitsd ki a sin6°-sin42°-sin66°-sin 78° szorzat értékét!

Megoldas. A szorzatot megszorozzuk és elosztjuk 2cos6° kifejezéssel, majd a
kétszeres szogek képletével egyszeriibb alakra hozzuk:
sin6°-sin42°-sin66°~sin78°:23'n6 *€0S6°-5In42°-5In66°-sIin 78° _

2c0s6°
~2sin12°-sin42°-sin66°-c0s12°  2sin 24°-sin42°-cos24°
- 2-2c0s6° - 2:2-2c0s6° -
_ 2sin48°.cos48°  sin96° sin84° cos6® 1

2.2.2.2c086° 2-2-2-2c0s6° 2-2-2-2c0s6° 16-c0s6° 16

Az atalakitas sorén felhasznéltuk a 2sinacosa =sin2a és a sina =cos(90°-«a)
trigonometriai azonossagokat.
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3. Hatarozd meg mindazokat az (a,b) valos szamparokat, amelyekre teljestl az

(a+ ib)2016 =a—ib egyenléség!

2016

Megoldas. Legyen z =a+ib , akkor a feladat z***°* =7 , vagyis |z|2016 =|¢|

| eset: ha |z|=0, akkor z=0+0i.

1. eset: ha |z|2015 =1, akkor |z|=1, illetve z**®=Z. Az utolsé egyenléség mindkét

oldalat beszorozva z -vel, adddik, hogy
2017

72 =7.7 =|z|2 =1,
azaz
Z, :cOSZk—”+i-sin2k—”, k=0,12,...,2016.
2017 2017

4. Az ABC haromszogbe irt kor kozéppontjan keresztil a BC=a, CA=b és
AB =c oldalakkal parhuzamos egyeneseket huzunk, amelyeken a haromszog
sorra m, n, p szakaszokat metsz ki. Bizonyitsd be, hogy teljesul az

m+E+£: 2 egyenloség!
a b c

Megoldas. Jeldljik az ABC haromszog teriiletét T -vel, ekkor
T a-h, b-hy c-h
2 2 2
Legyen r a beirt kor sugara. Mivel ABCA ~BEFA, mert parhuzamosak az oldalaik,

ezért alapjaik és magassagaik aranyosak, azaz E: hbh_r . A parhuzamos oldalak
b

miatt hasonléan kapjuk, hogy ABCA ~ AHGA, ahonnan m_ hah—r , valamint hogy

a

a

ABCA ~ CIJA, ahonnan P_ hCh_ r

Ebbdl adodik, hogy
m n p
—+—+—==
a b c
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12. évfolyam

1. Melyik az a négyjegyii négyzetszam, melynek els6 két szamjegye is és az utolsé
két szamjegye is egyenlé egymassal?

Megoldas. Irjuk fel a keresett négyzetszamot a kovetkezd alakban:
A=1000a+100a+10b+b, ahol a=0, valamint a és b egyjegyt.

A=1100a+110b=11(100a+b), vagyis az A négyzetszdm oszthaté 11-gyel.

Ekkor oszthaté kell legyen a 11 szam négyzetével is, vagyis felirhato, hogy:

A=11(100a+b) =11 (M] 112 (9a+a_+bj,
11 11

ahol 9a+a1_+1b is egy négyzetszam, mikozben a+b oszthaté 11-gyel és a és b

egyjegyli. Igy csakis a+b=11 lehetséges. Ekkor 9a+ a1_+1b =9a+1 négyzetszam

kell legyen, és kozben a=0. Ez csakis a=7 esetén teljesil (9a+1=64:82), S

ekkor b=4.
A Keresett négyzetszam tehat az A= 7744 =88,

2. Szamold ki, hogy mennyivel egyenlé a %/Ba +1+(a+3) Ja+ %/3a +1-(a+3) Ja
kifejezés értéke, ha tudjuk, hogy az a >0 egyenlétlenség teljesiil!

Megoldas. Végezziik el a kovetkez6 atalakitasokat:

Y3a+1+(a+3)Va +§3a+1l-(a+3)Va =3a+l+ava+3Ja +Y3a+l-ava-3/a =

:%/a\/5+3a+3\/5+1+%/—a\/5+3a—3\/5+1=1/(\/§+1)3 ~3fava-3a+3Ja-1=

:3/(@”)3 ‘f/(ﬁ‘l)s =Va+1-(Va-1)=2.

3. lgazold, hogy ha valamely haromszégben a szdgek tangensei szamtani
sorozatot képeznek, akkor a szogek kétszeresének szinuszai szintén szamtani
sorozatot alkotnak!

Megoldas. Ha példaul « < <y, akkor a feladat feltetele szerint tge, tgg, tgy
szamtani sorozatot alkotnak, és igy tga +tgy =2tg/3, vagyis

Sina N siny =23|n,6’

CoOSa Cosy  cospf
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sin ¢ cos y +cosa sin y 9 sin j
COS COS ¥ cos B

sin(a+7) ,Sinp

cosaCcosy  Cosp

Mivel 8 =180"—(a+y), igy sin B =sin(180"—(cr+y))=sin(a+y), és ekkor

sin g 9 sin g8
cosacosy  Cosf’

ahonnan
COS #=2C0SxCOSy .

Ekkor, a szorzat 6sszeggé alakitasanak képletét alkalmazva a jobb oldalon

cos,b’z2%[cos(a+y)+cos(a—y)],

vagyis cos B=cos(a+y)+cos(a—y).

Mivel cos 8 = cos(180" — ) +cos(ax—7),

és cos 8 = c0s180° cos B +sin180°sin B +cos(a —y)
igy cos B =—cos B+cos(a—y),

ahonnan cos(a—y)=2cosf .

A feladat allitasa szerint sin 2« +sin 2y =2sin 24, ezt kellene bizonyitanunk.
A szorzatta alakitas képletébdl kiindulva sin 2« +sin 2y = 2sin(a +y)cos(a—y).

Felhasznalva az el6zdleg levezetett Gsszefiiggéseket, azt kapjuk, hogy
sin 2a +sin 2y = 2sin (180" - B)-2cos 3 =
= 4cos j3(sin180" cos B —c0s180°sin B) =
=4cos Bsin 8 =2(2sin fcos B) =2sin 2,

ami azt igazolja, hogy sin2e«,sin24,sin 2y valdban szamtani sorozatot alkotnak.

4. Az ABC haromszogbe irt kor kozéppontjan keresztil a BC=a, CA=b és
AB =c oldalakkal parhuzamos egyeneseket hizunk, amelyeken a haromszog

sorra m, n, p szakaszokat metsz ki. Bizonyitsd be, hogy teljesul az
m+ﬂ+£ =2 egyenldség!
a b c

Megoldés. Jeldljik az ABC haromszog teriiletét T -vel, ekkor
T a-h, b-hy c-h
2 2 2
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Legyen r a beirt kor sugara. Mivel ABCA ~ BEFA, mert parhuzamosak az oldalaik,

ezert alapjaik és magassagaik aranyosak, azaz E: h"h—r . A parhuzamos oldalak
b

miatt hasonloan kapjuk, hogy ABCA ~ AHGA, ahonnan m_ hah—r , valamint hogy
a a

ABCA ~ CIJA, ahonnan P_ hCh_ r
c

C

Ebbél adodik, hogy

m n p h-r h-r h-r 1 1 1
—+—+—= + + =3-r-| —+—+— |=
a b c h h, h, h, h h

a b c
=3—r-(a+b+cj=3—r-§=3—1=2.

2T
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A XIV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
DIJAZOTTJAI

5. évfolyam

. Sarnyai Kitti, Arany Janos Altalanos Iskola, Oromhegyes, 1. dij

. Erdélyi Nimrod, Pet6fi Sandor Altaldnos Iskola, Hajdujaras, 11. dij

. Péasztor Viktor, Kokai Imre Altalanos Iskola, Temerin, 11. dij

. Zazrovity Zsolt, Sonja Marinkovi¢ Altalanos Iskola, Szentmihaly, 111. dij

A WD

6. evfolyam

1. Kémiives Emese, Miroslav Anti¢ Altalanos Iskola, Palics, 1. dij

2. Arok Anna, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Altalanos Iskola, Magyarkanizsa, 11. dij
3. Csikds Petra, Oktober 10. Altalanos Iskola, Szabadka, 11. dij

4. Nagy Albert, Pet6fi Sandor Altalanos Iskola, Hajdujaras, 111. dij

5. Somogyi Akos, Petdfi Sandor Altaldnos Iskola, Hajdujaras, 111. dij
7. évfolyam

1. Kovacs Alex, Petéfi Brigad Altalanos Iskola, Kula, I. dij

2. Gal Jozsef, Ady Endre Kisérleti Altalanos Iskola, Kishegyes, 11. dij
3. Apr6 Dorottya, Jovan Miki¢ Altalanos Iskola, Szabadka, 111. dij

4. Soros Kinga, Miroslav Anti¢ Altalanos Iskola, Palics, 111. dij

5. Horvéath Evelin, Emlékiskola, Zenta, I11. dij

8. évfolyam

1. Siili Akos, Széchenyi Istvan Altalanos Iskola, Szabadka, 1. dij

2. T6th Tamas, Hunyadi Janos Altalanos Iskola, Csantavér, 1. dij

3. Fehér Konrad, Jovan Mikié¢ Altalanos Iskola, Szabadka, 11. dij

4. Molnar David, Kizur Istvan Altalanos Iskola, Szabadka, 111. dij

5. Sebastian Aron, Oktober 10. Altalanos Iskola, Szabadka, 111. dij

. évfolyam

. Hugyik Kornél, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnéazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

. Kratok Gyula, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

. Pardczi Orsolya, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
. Zabos Péter, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

. Besnyi Levente, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij

b~ owpdDEF, O

10. évfolyam

1. Sz6gi Roland, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, I. dij

2. Sztarek Norbert, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
3. Brindza Matyas, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
4. Konya Leon, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
5. Nagy Kinga, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

11. évfolyam

1. Boroc Tamas, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

2. Szilagyi Eva, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Gimnazium, Ujvidék 11. dij

3. lllés 1llés Tamas, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
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12. évfolyam
1. Sz6gi Evelin, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
2. Gulyés Oldal Laura, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, I11. dij

(i)n(-)enium

fondodiio  giemmtvany foundation

A dijazott altalanos és kozépiskolas tanuldk a régidvezetokkel,
Toth Gabriellaval (els6 kép) és Csikos Pajor Gizellaval (masodik kép).
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A XV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

Pillanatkép a versenyzokrol a versenybizottsag elnokével, Péics Hajnalkaval.
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XV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2017. december 2.

5. évfolyam

1. Peti az osszes olyan kétjegyii, csupa Kkiilonb6zé szamjegyet tartalmazé pozitiv
egész szamot szeretné megtalalni, amelynek a szamjegyeit tetszoleges sorrendben
véve mindig primszamot kapunk. Segits neki a keresgélésben!

2. Egy dobozban 72 darab egyforma fakocka talalhato. Hany kiilonb6zé
téglatestet tudunk épiteni a kockakbol ugy, hogy minden kockét felhasznalunk?

3. Peti egy 6x6-0s négyzetracs négyzetei kozul szeretne
befesteni annyit, hogy minden festetlen négyzetnek legyen
festett szomszédja. (Két négyzetet szomszédosnak
tekintlink, ha két oldaluk teljes egészében k6z06s.)

Legalabb hany négyzetet kell befestenie Petinek, hogy
teljestiljon a feltétel?

4. Peti osztalytarsai, Lotti és Lilla ikrek. Egyes napokon csak igazat mondanak,
mas napokon csak hazudnak. Lotti hétféon, kedden, csiitortokon és vasarnap
mond igazat, Lilla pedig hétfon, pénteken és vasarnap hazudik. Egy napon,
sziinetben mindketten ezt mondtak Petinek: Tegnap igazat mondtam. A hét mely
napjan tortént mindez?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2017. december 2.

6. evfolyam

1. Egy digitalis ora kijelzéje négy szamjeggyel jelzi az idét 00:00-tol 23:59-ig.
Misi azt mondta az anyukajanak, hogy 6 csak akkor hasznalja az okos telefonjat,
ha az ¢ran lathaté legalabb egy 4-es szamjegy. Mennyi id6t tolt Misi
telefonhasznalattal naponta, ha minden nap 22:30-t6l mésnap reggel 6:30-ig
alszik, a tobbi idében pedig valéoban betartja ezt a szabalyt?

2. Egy dobozban 72 darab egyforma fakocka talalhaté. Hany kiilonb6z6
téglatestet tudunk épiteni a kockakbol ugy, hogy minden kockat felhasznalunk?

3. Egy papirbél késziilt kocka lapjaira Kiviilr6l mintikat rajzoltunk. Ezutin
szétnyitottuk a kockat, Kiteritettiik, igy az elsé abran lathaté halét kaptuk. A
masik két haldbdl pontosan ugyanilyen kockéat szeretnénk hajtogatni. Rajzold be
a hianyz6 mintakat a megfelel6 négyzetekbe! (A papir nem atlatszo, és a mintat
csak az egyik oldalon rajzoljuk meg.)

o' []
X< O

4. Peti azt a legkisebb természetes szamot keresi, amely oszthato 7-tel, 7-re
végzodik és 2017-tel kezddédik. Mennyi a Keresett szim szamjegyeinek az
0sszege?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.
Jo munkat!
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XV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2017. december 2.

7. evfolyam

1. Egy digitélis éra Kijelzéje négy szamjeggyel jelzi az idét 00:00-tdl 23:59-ig.
Misi azt mondta az anyukajanak, hogy 6 csak akkor hasznalja az okos telefonjat,
ha az ¢ran lathat6 legalabb egy 4-es szamjegy. Mennyi iddt tolt Misi
telefonhasznalattal naponta, ha minden nap 22:30-t6l mésnap reggel 6:30-ig
alszik, a tobbi idében pedig valéoban betartja ezt a szabalyt?

2. Hany olyan pozitiv egész szam van, amelynek minden szamjegye kiilonb6zo és
a szdmjegyeinek a szorzata 48 ?

3. Az ABCD négyzet belsé tartomanyaba egy egyenlé * *
oldali ABE haromszdget rajzoltunk, az abra szerint.

a) Hany fokos az ECD sz6g?

b) Hanyad része a BEC haromszog terllete az ABCD

négyzet teriletének?

Ird le részletesen a megoldas indoklasat! 7 B

4. Hivjuk R-tortnek azokat a torteket, amelyeknek a szamlaléja 1. Egyes R -
tortek felirhatéak két mésik R-tért kiilonbségeként.

a) Ird fel az % % és % R -torteket két R -tort kilonbségeként!

b) Az eloz6 otlet felhasznalasaval szamitsd ki a kovetkezo osszeget:
1 1 1 1 1 1 1

b+ :
1.2 2.3 34 45 5.6 6.7 7-8

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2017. december 2.

8. évfolyam

1. Adott 101 szam egy kdrvonalon. Kozulik barmely hdrom egymés mellett
elhelyezked6 szam osszege 15. Hatdrozd meg az adott 101 szam 0sszegét!

2. Az ABC haromszogben AB=BC. A haromszdg AD belso szogfelezéje kétszer
olyan hosszt, mint az AE magassag (@ D és E pontok a BC egyenesre
illeszkednek). Hatiarozd meg a haromszog bels6 szogeinek nagysagat!

3. Ot primszam szorzata egyenld az osszegiik 105-szordsével. Melyek lehetnek
ezek a szamok?

4. Egy roplabda bajnoksadgon 319 pontot osztottak ki. A gyézelem 3 pontot, a
dontetlen 1 pontot a vereség pedig 0 pontot ért. Hany csapat vett részt a
bajnoksagon, ha tudjuk, hogy mindenki mindenkivel 2 meccset jatszott és a
dontetlenek szdma megegyezik a csapatok szamaval?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2017. december 2.

9. evfolyam

1. Egy tarsasag meghatarozott szamu tallért oszt szét egymas kozott. Az elsé kap
10 tallért, meg még a maradék tizedét. A masodik kap 20 tallért, és meég az igy
megmaradt tallérok tizedét. A harmadik kap 30 tallért, és meég az igy
megmaradt tallérok tizedét, és igy tovabb mindaddig, amig el nem fogy az dsszes
tallér. Ekkor kiderult, hogy mindenki ugyanannyi tallért kapott. Hany tagu a
tarsasag?

2. Hatarozd meg az osszes (nem feltétleniil kiilonb6z6) p, q és r primszamot,

amelyre r-1< rr teljesal!
P q

3. Az ABCDEF hatszogre igaz, hogy minden szége 120°-0s. Az AB oldala 2 cm,
a BC oldala 7cm, a CD oldala 3cm és a DE oldala 4 cm hosszd. Milyen
hosszuak az EF , illetve FA oldalak?

4. Egy 2017 oldalu szabalyos sokszdg atloi kozul legkevesebb mennyit kell
kivalasztanunk ahhoz, hogy minden eléfordulé hosszusaga atlobol biztosan
legyen legaldbb egy?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.
Jé munkat!
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XV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2017. december 2.

10. évfolyam

1. Egy tarsasag meghatarozott szamu tallért oszt szét egymas kozott. Az elso kap
10 tallért, meg meg a maradék tizedet. A masodik kap 20 tallért, és még az igy
megmaradt tallérok tizedét. A harmadik kap 30 tallért, és még az igy
megmaradt tallérok tizedét, és igy tovabb mindaddig, amig el nem fogy az 6sszes
tallér. Ekkor kiderult, hogy mindenki ugyanannyi tallért kapott. Hany tagu a
tarsasag?

2. Hatarozd meg az 6sszes olyan négyjegyii négyzetszamot, amelynek szamjegyeit
eggyel megnovelve a kapott négyjegyii szam szintén négyzetszam!

3. Egy kortaz AB atmérdéje két ivre osztja. Ezek koziil az egyiken Kkijeloljiik a C
és D pontokat. Legyen az AC és BD egyenesek metszéspontja P, az AD és BC
egyenesek metszéspontja pedig Q. Mekkora szbget zar be a PQ egyenes az AB
atmérovel?

4. a) Adott egy 8x8-as tablazat. Nevezziik féatlonak a bal also sarkot és a jobb
felsé sarkot osszekoto szakaszt. A foatlo alatti mezoket O-kal toltjuk ki, mig a
tobbi mezébe pozitiv egész szamokat irunk. A kitdltés utan kiszamoljuk a sor- és
az oszloposszegeket. Lehetséges-e, hogy a sor- és az oszlopdsszegekre az
1,2,3,...,16 szamokat kapjuk eredményul (valamilyen sorrendben)?

b) Ha egy 7x7-es tablazatunk van, akkor lehetséges-e olyan, a fenti médon
megadott kitoltés, hogy a sor- és az oszloposszegekre az 1,2,3,...,14 szamokat

kapjuk eredményul (valamilyen sorrendben)?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2017. december 2.

11. évfolyam

1. Igazold, hogy 5'(5"+1)-6"(3"+2") oszthat6 tizenharommal minden n
termeészetes szamra!

. . , . 17
2. Oldd meg a valods szamok halmazan a sin® x +cos® x = e egyenletet!

3. a) Adott egy 8x8-as tablazat. Nevezziik féatlonak a bal also sarkot és a jobb
felso sarkot osszekoto szakaszt. A foatlo alatti mezoket O-kal toltjuk ki, mig a
tobbi mezébe pozitiv egész szamokat irunk. A Kitoltés utan Kiszamoljuk a sor- és
az oszloposszegeket. Lehetséges-e, hogy a sor- és az oszlopdsszegekre az
1,2,3,...,16 szamokat kapjuk eredményul (valamilyen sorrendben)?

b) Ha egy 7x7-es tablazatunk van, akkor lehetséges-e olyan, a fenti médon
megadott kit6ltés, hogy a sor- és az oszloposszegekre az 1,2,3,...,14 szamokat

kapjuk eredményul (valamilyen sorrendben)?

4. Az ABC haromszog A cslcsbdél indulo szogfelezéje a haromszog koré irhato
korét A pontban metszi. Bizonyitsd be, hogy ha a haromszdg BC oldala az AA

szakaszt felezi a D pontban, akkor
a) AC-AD=DC-AC es

b) AB+AC=BC-2.

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2017. december 2.

12. évfolyam

1. a) Adott egy 8x8-as tablazat. Nevezziik féatlonak a bal als6 sarkot és a jobb
fels6 sarkot osszekoto szakaszt. A foatlo alatti mezoket 0-kal toltjuk ki, mig a
tobbi mezobe pozitiv egész szamokat irunk. A Kitoltés utan kiszamoljuk a sor- és
az oszloposszegeket. Lehetséges-e, hogy a sor- és az oszloposszegekre az
1,2,3,...,16 szamokat kapjuk eredményul (valamilyen sorrendben)?

b) Ha egy 7x7-es tablazatunk van, akkor lehetséges-e olyan, a fenti modon
megadott kitoltés, hogy a sor- és az oszlopdsszegekre az 1,2,3,...,14 szamokat

kapjuk eredményul (valamilyen sorrendben)?

2. Hatarozd meg, hogy mennyi a 2017*% szam 15-tel valé osztasakor Keletkezett
maradék!

3. Adott a p egyenes. Létezik-e olyan

a) 2017 -szog,

b) 2018 -szdg,

amelyre érvényes hogy a p egyenes metszi az adott sokszog minden oldalat egy

olyan pontban, amely nem cslucspont?

. . . . 17
4. Oldd meg a valos szamok halmazan a sin® x +cos® x = e egyenletet!

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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A XV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

5. évfolyam

1. Peti az osszes olyan kétjegyii, csupa kiilonb6z6 szamjegyet tartalmazé pozitiv
egész szamot szeretné megtalalni, amelynek a szamjegyeit tetszoleges sorrendben
véve mindig primszamot kapunk. Segits neki a keresgélésben!

Megoldés. A kétjegyli primszamok a kovetkezok: 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37,
41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89,97 . Ezek koziil csak a kdvetkezod
szdmok felelnek meg annak a feltételnek, hogy a szadmjegyeik felcserélve is
primszdmot adnak: 11, 13, 17, 31, 37, 71, 73, 79 és 97. Mivel kiilonboz6
szamjegyeket tartalmazo szamokat keresuink igy a 11-et is ki kell zarni.

Tehat négy kétjegyli szampar felel meg a feltételeknek: 13 és 31, 17 és 71, 37 és
73, 79 és 97.

2. Egy dobozban 72 darab egyforma fakocka talalhaté. Hany Kkiilonbozo
téglatestet tudunk épiteni a kockdkbol agy, hogy minden kockat felhasznalunk?

Megoldas. Mivel 72=2°.3%, ezért 72 darab kiskockabol a kovetkezd méretit
téglatesteket tudjuk kirakni:
72=1.1.72=1-2-36=1-3-24=1-4-18=1-6-12=1-8-9=
=2-2-18=2-3-12=2-4.9=2-6-6=3-3-8=3-4-6
Osszesen tehat 12 kiilonbozé téglatestet tudunk kirakni.

3. Peti egy 6x6-0s négyzetracs négyzetei kozll szeretne

befesteni annyit, hogy minden festetlen négyzetnek legyen

festett szomszédja. (Két négyzetet szomszédosnak tekintlnk,

ha két oldaluk teljes egészében kdzos.)

Legalabb hany négyzetet kell befestenie Petinek, hogy

teljestiljon a feltétel?

Megoldas.
Megoldhaté a feladat Ggy, hogy 10 négyzetet festiink be:

Csokkentett pontszamért elfogadhatd a megoldas 11 befestett négyzettel is:
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4. Peti osztalytarsai, Lotti és Lilla ikrek. Egyes napokon csak igazat mondanak,
mas napokon csak hazudnak. Lotti hétfon, kedden, csiitortokon és vasarnap
mond igazat, Lilla pedig hétfén, pénteken és vasarnap hazudik. Egy napon,
szunetben mindketten ezt mondtak Petinek: Tegnap igazat mondtam. A hét mely
napjan toértént mindez?

Megoldas. Ilyet olyan napon mondhattak, amikor aznap és az el6z0 nap is igazat
mondtak, vagy mindketten hazudtak. Az alabbi tablazatban igen jelzi azt a napot,
amikor az adott kislany mondhatta, és a nem azt, amikor nem mondhatta a fenti

mondatot.
hétfo kedd szerda | csutortok | péntek | szombat | vasarnap
Lotti igen igen nem nem nem nem nem
Lilla igen nem igen igen nem nem nem

Tehat hétfon tortént mindez.
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6. évfolyam

1. Egy digitalis ora kijelzéje négy szamjeggyel jelzi az idét 00:00-t6l 23:59-ig.
Misi azt mondta az anyukajanak, hogy 6 csak akkor hasznalja az okos telefonjat,
ha az ¢rén lathaté legaldbb egy 4-es szamjegy. Mennyi id6t tolt Misi
telefonhasznalattal naponta, ha minden nap 22:30-t6l mésnap reggel 6:30-ig
alszik, a tobbi idében pedig valoban betartja ezt a szabalyt?

Megoldas. Minden teljes oOrdban 15 perc van, amikor Misi hasznalja az
okostelefonjat.

7:14,7:24, 7:34, 7:40, 7:41, 7:42, 7:43, 7:44, 7:45, 7:46, 7:47, 7:48,
7:49, 7:54.

Kivételt képez a 14:00 és a 14:59 kozotti idészak, amikor minden percben hasznélja
a telefonjét, tehat 60 percig.

6:30 és 6:59 kozott csak 3 megfeleld idépont van.

22:00 és 22:30 kozott 12 perc felel meg a feltételnek.

Az ébrenlét idoszaka:

6:30-6:59 3 perc
7:00-13:59 7-15= 105 perc
14:00-14:59 60 perc
15:00-21:59 7-15=105 perc
22:00-22:29 12 perc
Osszesen 285 perc azaz 4 Ora 45 perc

Misi tehat naponta 4 6ra 45 percet hasznélja a telefonjat.

2. Egy dobozban 72 darab egyforma fakocka talalhaté. Hany Kiilonb6zo
téglatestet tudunk épiteni a kockdkbol agy, hogy minden kockat felhasznalunk?

Megoldas. Mivel 72=2°.3%, ezért 72 darab kiskockabol a kovetkezd méretlt
téglatesteket tudjuk kirakni:
72=1-1.72=1-2-36=1-3-24=1-4-18=1-6-12=1-8-9=
) =2.2-18=2-3-12=2-4.9=2-6-6=3-3-8=3-4-6
Osszesen tehat 12 kiilonbozé téglatestet tudunk kirakni.

3. Egy papirbél késziilt kocka lapjaira Kkiviilr6l mintikat rajzoltunk. Ezutin
szétnyitottuk a kockat, Kiteritettiik, igy az elsé abran lathatéo halot kaptuk. A
masik két haldbdl pontosan ugyanilyen kockat szeretnénk hajtogatni. Rajzold be
a hianyzo mintakat a megfelel6 négyzetekbe! (A papir nem atlatszo, és a mintat
csak az egyik oldalon rajzoljuk meg.)

[ ]
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Megoldaés.

H
°
®

X

4. Peti azt a legkisebb természetes szamot Kkeresi, amely oszthaté 7-tel, 7-re
végzodik és 2017 -tel kezdodik. Mennyi a keresett szam szamjegyeinek az
0sszege?

I. megoldas. Annyit tudunk, hogy ha egy tobbjegyli szamot megszorzunk 7 -tel,
akkor az eredmény 7 -re végzddik és a szorzo jegyei olyanok, hogy ha végig vezetjikk
a szorzést, akkor a szorzat elején rendrea 2, 0, 1, 7 jelenik meg.

o ool - 7
Y |

o o
2 01
Néhany prdébalkozas utan kiderll, hogy a szorzo jegyeit ugy kell megvalasztani, hogy

a szorzat minél kisebb legyen, és ugy folytatodjon a szorzas, hogy a ,,maradékkal”
egyutt kerlljenek el6 a 7, 1, 0 ésvégll a 2.

o L2
]
e | b
] | b=

]
L

Igy olyan szamhoz jutottunk, amely mindharom feltételnek megfelel: oszthato 7 -tel,
7 -re végzodik és 2017 -tel kezdodik.
Ebben a hatjegyli szdmban a szamjegyek Osszege: 2+0+1+7+4+7 =21.

I1. megoldas.

Osztassal is indulhatunk:

]

T o7 : 7T =228 8 .1

o O
[ SR

T \ Ide olvan szamjegy alkalmas, amelyv az ott lévo
1 O 1-es maradekkal a 7 tibbszirdse lesz.

Legmegfelel6bb a 4 -es lesz. Ezek alapjan a 201747 -hez jutunk, ami a legkisebb
megfeleld szdm. Szamjegyeinek dsszege: 2+0+1+7+4+7=21.
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7. évfolyam

1. Egy digitalis ora kijelzéje négy szamjeggyel jelzi az idét 00:00-t6l 23:59-ig.
Misi azt mondta az anyukajanak, hogy 6 csak akkor hasznalja az okos telefonjat,
ha az oOran lathato legalabb egy 4-es szamjegy. Mennyi idét tolt Misi
telefonhasznalattal naponta, ha minden nap 22:30-t6l mésnap reggel 6:30-ig
alszik, a tobbi idében pedig valéban betartja ezt a szabalyt?

Megoldas. Minden teljes oOraban 15 perc van, amikor Misi hasznalja az
okostelefonjat.

7:14,7:24, 7:34, 7:40, 7:41, 7:42, 7:43, 7:44, 7:45, 7:46, 7:47, 7:48,
7:49, 7:54.

Kivételt képez a 14:00 és a 14:59 kozotti idészak, amikor minden percben hasznélja
a telefonjét, tehat 60 percig.

6:30 és 6:59 kozott csak 3 megfeleld idépont van.

22:00 és 22:30 kozott 12 perc felel meg a feltételnek.

Az ébrenlét idoszaka:

6:30-6:59 3 perc
7:00-13:59 7-15= 105 perc
14:00-14:59 60 perc
15:00-21:59 7-15=105 perc
22:00-22:29 12 perc
Osszesen 285 perc azaz 4 Ora 45 perc

Misi tehat naponta 4 6ra 45 percet hasznélja a telefonjat.

2. Hany olyan pozitiv egész szdm van, amelynek minden szamjegye kiilonb6zo6 és
a szadmjegyeinek a szorzata 48 ?

Megoldas. A 48 primtényezdkre bontott alakja: 2*-3. Ezekbdl a tényezdkbol
haromféle szorzat képezhetd tigy, hogy kiilonb6z6 szamjegyek a tényezok:
6-8,6-2-4,8-2-3,
viszont a feladat feltételeinek megfelelnek azok a szorzatok is, amiket kibdvitiink meég
egy 1-es szorzoval:

6-8-1,6-2-4-1,8-2-3-1
A feladat feltételeinek egyetlen egyjegyii szam sem felel meg.
Kétjegytiek: 6-8 — 68, 86 2 db
Haromjegytiek: 6-2-4 — 264, 246, 462, 426, 624,642 6 db

6 db

6 db
24 db
24 db
68 db

Négyjegytiek: 6-
8

Osszesen 68 olyan pozitiv egész szam van, ami megfelel a feladat feltételeinek.
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3. Az ABCD négyzet belso tartomanyaba egy egyenlo
oldali ABE haromszoget rajzoltunk, az abra szerint.
a) Hany fokos az ECD sz6g?

b) Hanyad része a BEC haromszog terllete az ABCD
négyzet teriletének?

b.

Q.

Ird le részletesen a megoldas indoklasat! A

Megoldas.

b.

a) Mivel az ABE haromszog szabalyos, minden belsé szoge
60°-0s. Ezért EBC«£=30°. Az EBCA egyenlGszaru, ezért
BEC/=BCE«=75°. Mivel BCEZ+ECD/=90°, ezért
konnyen kiszdmithatd, hogy a keresett sz6g 15° -0s.

b) Jel6ljuk a négyzet és a haromszdg oldalainak hosszat is a -

a0

val! Legyenek F és G rendre az E ponthdl az AB és BC A F
oldalra bocsatott merdlegesek talppontjai. Az EFBG

négyszog téglalap, ezért a szembenfekvd oldalai egyenld hosszuak: EG =FB.

Az EF merdleges valojaban az ABE egyenldszaru haromszog magassaga is, ezért

felezi az AB oldalt. Innen tudjuk, hogy FB:%:EG. Mivel EG a BCE

haromszdg BC oldalhoz tartozdé magassaga, a BEC haromszog terilete:

4

Mivel az ABCD négyzet teriilete a®, konnyen belathat, hogy a BEC haromszég
teriilete az ABCD négyszdg teriiletének a negyedrésze.
A BEC haromszdg terlilete tehat az ABCD négyszdg teriletének a negyedrésze.

N a
Tono2 2
BECA 2

121



8. évfolyam

1. Adott 101 szadm egy korvonalon. Kozulik barmely harom egymas mellett
elhelyezked6 szam osszege 15. Hatdrozd meg az adott 101 szdm 6sszeget!

Megoldés. Legyen harom szomszédos szdm: x, y €s z. Mivel barmely harom szém
Osszege 15, az y és z szamok utan ismét x-nek kell kdvetkeznie, azaz ezek a

szamok ismétlddnek. A 101 harommal osztva 2 maradékot ad, tehat a harmas
ciklusok felirasa utan kimarad 2 szomszédos szam. Ezek egyik iranybdl nézve a z -t
koveté szamok, azaz X €S y, a masik iranybol nézve pedig az x-et megel6z6
szamok, vagyis y és z.

Ebbdl az kovetkezik, hogy minden szdm megegyezik a koron és x=y =2 = 35 =5.A

101 szam Osszege tehat 505.

2. Az ABC haromszbégben AB=BC. A haromszdg AD belso szogfelezéje kétszer
olyan hosszt, mint az AE magassag (a D és E pontok a BC egyenesre
illeszkednek). Hatarozd meg a haromszog belsé szogeinek nagysagat!

Megoldas. Jeldljik az ABC haromszog alapon fekvo szogeit « -val. Vegylk észre,
hogy az AED haromszég egy fél szabalyos haromszog, azaz az A csUcséanél 1évo
sz6ge 60°. Az ABE szbg az ABC haromszog kiils6 szoge és nagysaga megegyezik
az alapon fekvé szogek Osszegével, ABEZ =2« . Innen kifejezheté az ABE
derékszogli haromszog A csucsnal 1évo szoge is, EABL=90°—2«, valamint

felirhato a kovetkezé egyenlet: 90°—2a+%=60°. Innen mér kiszamithatd a

haromszog belsd szogeinek nagysaga.
Vaélasz: o =20° és [ =140°.

3. Ot primszam szorzata egyenlé az dsszegiik 105-szorosével. Melyek lehetnek
ezek a szamok?

Megoldés. Legyenek ezek a primek: p, g, r, s és t. Felirhatd, hogy
pgrst =105-(p+q+r+s+t). Mivel primek, és a 105 felirhaté a 3, 5 és 7

szorzataként, ezért az Ot primiink koziil mar ismert harom, melyeket telszOlegesen
valaszthatunk meg.
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Az egyenlet a kovetkezé képpen alakul: pg=15+ p+q. Ebbdl az egyenletbdl
15+q _,, 16
q-1 q-1
q-1 kifejezéssel, azaz q-1€{1,2,4,816}, vagyis 0e€{2,35917}. Innen

kifejezve az egyik valtozét : p = . Ez azt jelenti, hogy a 16 oszthatd

kiszamithatoak a p értékei, pe{17,9,5,3,2}. Ezek a szamparok kozul a feladat
feltételeinek csak azok felelnek meg, amelyekben a par mindkét tagja prim. Ezek:
q=2és p=17,vagy p=q=5.

A keresett szamok tehat a kovetkezOk lehetnek: 2, 3,5, 7,17 vagy 3,5, 5,5, 7.

4. Egy roplabda bajnoksagon 319 pontot osztottak ki. A gyézelem 3 pontot, a
dontetlen 1 pontot a vereség pedig 0 pontot ért. Hany csapat vett részt a
bajnoksagon, ha tudjuk, hogy mindenki mindenkivel 2 meccset jatszott és a
ddntetlenek szdma megegyezik a csapatok szdmaval?

Megoldés. Legyen a csapatok szdma n. A meccsek szdma n(n-1). A gy6zelmek
szdma n(n—1)—n=n(n—2). A kiosztott pontok szdma, tehat: 3n(n—2)+2n=319. A
bal oldalt atalakitva: n(3n—4)=2319. Mivel a 319 primtényez6i a 11 és 29, ezért a
csapatok szdma 11.
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9. évfolyam

1. Egy tarsasag meghatarozott szamu tallért oszt szét egymas kozott. Az elso kap
10 tallért, meg még a maradék tizedét. A mésodik kap 20 tallért, és még az igy
megmaradt tallérok tizedét. A harmadik kap 30 tallért, és még az igy
megmaradt tallérok tizedét, és igy tovabb mindaddig, amig el nem fogy az 6sszes
tallér. Ekkor kiderult, hogy mindenki ugyanannyi tallért kapott. Hany tagu a
tarsasag?

Megoldés. A tallérok szamat jeloljuk x-szel. Az elsé személy ezek szerint

x-10-*=20 99
tallért kapott, mig a masodik 20+ 1 010 tallért kapott. A

104 X~10

feltételek szerint ez a két mennyiség egyenld, vagyis az
X—10— x—-10
=20+ 10
10
egyenlet megoldasa adja a keresett szdmot: x =810. Mivel mindenki egyforman 90
tallért kap, ezért a tarsasag kilenctagu.

~20
104 X710

2. Hatarozd meg az osszes (nem feltétleniil kiilonb6z6) p, q és r primszamot,

amelyre r-1< rr teljesal!
q

Megoldas. Az egyenl6tlenség mindkét oldalat r-rel osztva és atrendezve az

1< 1 + 1 + 1 alaku egyenlétlenséget kapjuk. Ha a nevezdkben a legkisebb primszam

p g r
nem kisebb haromnal, akkor a jobb oldal legfeljebb 1 lehet, és igy nem teljesil az
egyenldtlenség, tehat a keresett primszamok kozott van legaldbb egy 2-es. Ha
pontosan egy 2 -es van, akkor a kovetkezd szdmharmasok adddnak:

(2,3,3), (3,2,3), (3,3,2), tovabba
(2,3,5), (2,5,3), (3.2,5), (3,5,2), (5,2,3) és (5,3,2).
Amennyiben legalabb két 2-es van, akkor a harmadik szdm barmelyik primszam
lehet: (2,2,t), (2,t,2) és (t,2,2), ahol t tetszBleges primszam.

3. Az ABCDEF hatszdgre igaz, hogy minden szdge 120°-0s. Az AB oldala 2 cm,
a BC oldala 7cm, a CD oldala 3cm és a DE oldala 4 cm hosszd. Milyen
hosszlak az EF, illetve FA oldalak?

Megoldéas. Hosszabbitsuk meg a hatszg BC, ED és FA oldalat. Az oldalegyenesek
metszespontjat jelolje P, Q és R. (Lasd az abrét!)
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Mivel a hatszog kiils6 szogei 180°—120°=60°, igy a hozzérajzolt kis hdromszdgek
szabalyosak, tehat a PQR haromszdg is szabalyos.
Tekintsiik a PQ szakaszt:

PQ=PB+BC+CQ=AB+BC+CD=

=2+7+3=12cm
A PQR héaromszog egyenld oldalu volta miatt: QR =RP =12 cm.

Ekkor EF = ER=12—(QD+DE)=12—(CD+DE)=12-3-4=5cm.
Hasonl6an kapjuk, hogy FA=PR—(AP+FR)=PR—-(AB+EF)=12-2-5=5cm.

4. Egy 2017 oldalu szabalyos sokszdg atloi kozul legkevesebb mennyit kell
kivalasztanunk ahhoz, hogy minden el6éfordulé hosszisagi atlobdl biztosan
legyen legaldbb egy?

Megoldés. A sokszdgnek %22014 =2031119 é&tl6ja van. Egy csucsbol 2014 atlé

indul ki. Ezek 2014:2=1007-féle hosszUsaguak. Mindegyik hosszusagubdl
2031119:1007 =2017 darab van. Ha 1006-2017-et kivalasztunk, az nyilvan nem
elég, mert lehet, hogy az egyik fajtabol egyaltalan nem valasztottunk, az 6sszes
tobbibdl meg az Gsszeset. De ha 1006-2017 +1-et valasztunk, akkor az mér biztosan
elég lesz, mert ha valamelyik fajta hosszUsagu atlé hianyozna, akkor legfeljebb
1006-2017 darab atl6 lehetne kivalasztva. A  keresett szdm  tehat:
1006-2017 +1=2029103.
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10. évfolyam

1. Egy tarsasag meghatarozott szamu tallért oszt szét egymas kozott. Az elsé kap
10 tallért, meg még a maradék tizedét. A masodik kap 20 tallért, és meég az igy
megmaradt tallérok tizedét. A harmadik kap 30 tallért, és még az igy
megmaradt tallérok tizedét, és igy tovabb mindaddig, amig el nem fogy az dsszes
tallér. Ekkor kideralt, hogy mindenki ugyanannyi tallért kapott. Hany tagu a
tarsasag?

Megoldas. A tallérok szamat jel6ljik x-szel. Az elsé személy ezek szerint
x-10

x—10 x—-10— -20
10+ tallért kapott, mig a masodik 20+ 1 30 tallért kapott. A
feltételek szerint ez a két mennyiség egyenld, vagyis az
10 x—10-X710_59
10+ =20+ 10

10
egyenlet megoldésa adja a keresett szdmot: x =810. Mivel mindenki egyforméan 90
tallért kap, ezért a tarsasag kilenctagu.

2. Hatarozd meg az 6sszes olyan négyjegyii négyzetszamot, amelynek szamjegyeit
eggyel megndvelve a kapott négyjegyii szam szintén négyzetszam!

Megoldas. Jelélje x* a keresett négyjegyii szamot, y* pedig azt a négyjegyli szamot,
ahol az el6z6 négyjegyll szam szamjegyeit eggyel megndveltiik. Ebben az esetben a
két szam kiilénbsége 1111, tehat az x* — y? =1111 egyenletet kell megoldani, ahol az
X és y pozitiv egesz szamok. Az egyenletet atalakitva kapjuk:

(x—y)(x+y)=1111.
Az 1111 primtényez6i a 11 és a 101 ezért az 1111-nek az osztoi: 1, 11, 101 és 1111.

fgy a lehetéségek:

1. eset: x—y=1
X+y=1111 ebbdl x=556 és y =555, de ez nem megoldas.

2.eset: x—y=11
X+y=101  ebbdl x=56 és y =45, ez j6 megoldas.

A keresett négyjegyli szam tehat a 2025.
3. Egy kOrt az AB atmérdéje két ivre osztja. Ezek koziil az egyiken kijeloljik a C

és D pontokat. Legyen az AC és BD egyenesek metszéspontja P, az AD és BC
egyenesek metszéspontja pedig Q. Mekkora szbget zar be a PQ egyenes az AB

atmérovel?

Megoldas. A Thalész-tetel alapjan az ACB sz6g s az ADB szdg deréksz0g. Ennek
kovetkeztében az APB haromszogben AD és BC magassagvonalak. Igy
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metszespontjuk Q az APB haromsz6g magassagpontja, PQ pedig a harmadik
magassagvonala, azaz a PQ egyenes merdleges az AB -re.

4. a) Adott egy 8x8-as tablazat. Nevezziik foatlonak a bal als6 sarkot és a jobb
fels6 sarkot osszekoto szakaszt. A foatlé alatti mezéket O-kal toltjuk ki, mig a
tobbi mezébe pozitiv egész szamokat irunk. A Kitoltés utan Kiszamoljuk a sor- és
az oszloposszegeket. Lehetséges-e, hogy a sor- és az oszlopdsszegekre az
1,2,3,...,16 szamokat kapjuk eredményul (valamilyen sorrendben)?

b) Ha egy 7x7-es tablazatunk van, akkor lehetséges-e olyan, a fenti médon
megadott kitoltés, hogy a sor- és az oszlopdsszegekre az 1,2,3,...,14 szamokat
kapjuk eredményul (valamilyen sorrendben)?

Megoldés. a) Elérhetdé a kivant kitoltés. Egyik ilyen Kkitoltés lathatdo az abran.
Barmilyen helyes kit6ltés elfogadhato.

2 2 2 2 2 2 21 15
2 2 2 2 2 2 2 0 14
2 2 2 2 21 00 m1n
2 2 2 2 2 00 0 10
2 2 2 1 00 00 7
2 2 2 000 0 O0 6
2 1 0 000 O0 O0 3
2 00 00 O0 0 O0 2
16 13 12 9 8 5 4 1

b) A kivant kitoltés nem valdsithatdé meg. Indirekt modszerrel bizonyitjuk, azaz
tegyuk fel, hogy megvalosithatd a kivant kitdltés a 7x7 -es tablan is.

Adjuk 6ssze a 7 sordsszeget, illetve a 7 oszlopGsszeget. Legyen ez az 0sszeg S . Az
S -t ugy is megkaphattuk volna, hogy a tablazat szamait kétszer 6sszeadjuk, tehat az
S péaros szam. A feltétellink alapjan az oszlopdsszeg és a sorésszeg valamilyen
sorrendben az 1,2,3,...,14 szamok. Azaz S=1+2+3+---+14=105. Ez ellentmond

S pérossagaval, igy ellentmondasra jutottunk.
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11. évfolyam

1. Igazold, hogy 5'(5"+1)-6"(3"+2") oszthat6 tizenharommal minden n
termeészetes szamral

Megoldas. A kifejezést két részre bontva A=25"-12" és B=5"-18", amelyekre
igazoljuk, hogy oszthatéak 13-mal, ebben az esetben az 6sszeguk is oszthaté 13-mal.
A=25"-12"

n=1. 256-12=13

n=k: 25¢-12=13:1,1eN
n=k+1: 25t —12"1 = 25.25% _12.12% =

:12-(25k —12k)+13-25k =12.131 +13- 25 :13-(12| +25k)

B=5"-18"
n=1:5-18=-13

n=k: 5 -18=13-t,teN
n=k+1:; 5'-18“*=5.5¢_18.18" =
=5~(5k —18")—13-18k ~5.13t-13-18" =13~(5t—18k)

. . . . 17
2. Oldd meg a valés szamok halmazan a sin® x +cos® x = = egyenletet!

Megoldéas. Ha mindkét oldalhoz hozzdadjuk a 2sin* x-cos* x kifejezést, akkor a bal
oldal binom négyzetére alakithato:

. 2 17 .
(sm4 X + cos* x) ==" 4 2sin* x-cos” X.
32
A baloldali kifejezés a zarojelen belil is binom négyzetére alakithato:

2
((sin2 X + C0S? x)2 —2sin? x-cos? x) - ng%-msin4 X -C0s* X

2
(1—%4sin2 X -C0S° xj :;—;+%-165in4 x-cos’ X,

2
1—lsin22x :£+1-sin42x.
2 32 8

sin? 2x

Vezessiik be a kdvetkez6 helyettesitést: t=

te{o, ﬂ Ekkor adédik, hogy

17 15 . 15
1-t)  ==—+=-t?, azaz t>—4t+=—=0, amely egyenletnek megoldéasai t, =— és
( ) 32 2 16 y ey J E 4
1 . : o . . sin®2x 1
t,= 7 de a feltétel miatt csak a méasodik megoldas fogadhato el, azaz: > = r

Megoldva ezt az egyenletet, a sin 2x:i% trigonometrikus egyenletet kapjuk,

amelynek megoldasai 2x :%+k—” ,azaz X = £+k—ﬂ, keZ.
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3. a) Adott egy 8x8-as tablazat. Nevezziik féatlonak a bal alsé sarkot és a jobb
felsé sarkot osszekoto szakaszt. A foatlo alatti mezoket 0-kal toltjuk ki, mig a
tobbi mezobe pozitiv egész szamokat irunk. A Kitoltés utan Kiszamoljuk a sor- és
az oszlopOsszegeket. Lehetséges-e, hogy a sor- és az oszloposszegekre az
1,2,3,...,16 szamokat kapjuk eredményul (valamilyen sorrendben)?

b) Ha egy 7x7-es tablazatunk van, akkor lehetséges-e olyan, a fenti modon
megadott kitoltés, hogy a sor- és az oszlopdsszegekre az 1,2,3,...,14 szamokat

kapjuk eredményl (valamilyen sorrendben)?

Megoldas. a) Elérheté a kivant kitoltés. Egyik ilyen kitoltés lathato az abran.
Barmilyen helyes kit6ltés elfogadhato.

2 2 2 2 2 2 2115
2 2 2 2 2 2 20 14
2 2 2 221 00 11
2 2 2 2 2 00 0 10
2 2 2 1 00 0 0 7
2 22 00 0 0 0 6
2 1 0 000 O0 0 3
2 00 00 0 0 O0 2
16 13 12 9 8 5 4 1

b) A kivant kitoltés nem valdsithatd meg. Indirekt modszerrel bizonyitjuk, azaz
tegyuk fel, hogy megvalosithatd a kivant kitoltés a 7x 7 -es tablan is.

Adjuk Ossze a 7 sordsszeget, illetve a 7 oszlopdsszeget. Legyen ez az 0sszeg S. Az
S -t agy is megkaphattuk volna, hogy a tablazat szdmait kétszer dsszeadjuk, tehat az
S paros szdm. A feltételiink alapjan az oszlopdsszeg és a sordsszeg valamilyen
sorrendben az 1,2,3,...,14 szamok. Azaz S=1+2+3+---+14=105. Ez ellentmond

S pérossagaval, igy ellentmondasra jutottunk.

4. Az ABC haromszog A cslcsbdél indulo szogfelezéje a haromszog koré irhato
korét A pontban metszi. Bizonyitsd be, hogy ha a haromszog BC oldala az AA

szakaszt felezi a D pontban, akkor
a) AC-AD=DC-AC eés

b) AB+AC =BC 2.

Megoldas. Hasznaljuk a kovetkez6 abra jeloléseit!
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a) Mivel a BA hur feletti kerlleti szogek egybevagoak, BAA./=BCAL, ezeért
BA =CA =x, valamint a D felezi az AA szakaszt, AD=DA = f, akkor az ADC
és ADC haromszogek teriilete egyenld. Felirhatjuk a haromszogek teriiletképleteit:

b-f-sing 65 Typon = Dc.xz.sln(p,

ebbél pedig b- f =DC-x,azaz AC-AD=DC-AC.
b) A szogfelezd tétel alapjan

TADCA =

AB:AC =BD:DC, azaz & =2~PC
b DC
amelybdl kovetkezik, hogy DC = a—tt)) . Ezt 6sszekotve az el6zdvel adodik, hogy
Cc+
. b-f-(c+b
b-f =a—b-x, innen pedig x:# .

c+b a-b
A hdrnégyszogre vonatkozd Ptolemaiosz-tétel alapjan a szemkozti oldalak
szorzatanak Osszege egyenld az atloinak szorzataval, ezért 2f -a=X-c+Xx-b , vagyis

behelyettesitve az elézdeket:
b-f -(C + b)

2f-a=x-(c+b), 2f-a=
a-b

-(b+c),

azaz egyszeriisitve és rendezve 2-a° = (C + b) , ami a bizonyitandd egyenldség,

vagyis AB+ AC =BC 2.
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12. évfolyam

1. a) Adott egy 8x8-as tablazat. Nevezziik féatlonak a bal als6 sarkot és a jobb
fels6 sarkot osszekoto szakaszt. A foatlo alatti mezoket 0-kal toltjuk ki, mig a
tobbi mezdbe pozitiv egész szamokat irunk. A Kitoltés utan kiszamoljuk a sor- €s
az oszloposszegeket. Lehetséges-e, hogy a sor- és az oszlopdsszegekre az
1,2,3,...,16 szamokat kapjuk eredményul (valamilyen sorrendben)?

b) Ha egy 7x7-es tablazatunk van, akkor lehetséges-e olyan, a fenti mddon
megadott kitoltés, hogy a sor- és az oszlopdsszegekre az 1,2,3,...,14 szamokat

kapjuk eredményul (valamilyen sorrendben)?

Megoldas. a) Elérheté a kivant kitoltés. Egyik ilyen kitoltés lathato az abran.
Barmilyen helyes kit6ltés elfogadhato.

2 2 2 2 2 2 21 15
2 2 2 2 2 2 2 0 14
2 2 2 2 21 00 m1n
2 2 2 2 2 00 0 10
2 2 2 1 00 0 0 7
2 2 2 00 0 0 0 6
2 1 0 000 O0 0 3
2 0 0 000 O0 0 2
16 13 12 9 8 5 4 1

b) A kivant kitoltés nem valdsithatd meg. Indirekt modszerrel bizonyitjuk, azaz
tegyuk fel, hogy megval6sithaté a kivant kitoltés a 7x 7 -es tablan is.

Adjuk 6ssze a 7 sorosszeget, illetve a 7 oszlopdsszeget. Legyen ez az 0sszeg S . Az
S -t agy is megkaphattuk volna, hogy a tablazat szamait kétszer dsszeadjuk, tehat az
S paros szdm. A feltételiink alapjan az oszlopdsszeg és a sordsszeg valamilyen
sorrendben az 1,2,3,...,14 szamok. Azaz S=1+2+3+---+14=105. Ez ellentmond

S pérossagéaval, igy ellentmondasra jutottunk.

2. Hatarozd meg, hogy mennyi a 2017*% szam 15-tel valé osztasakor Keletkezett
maradék!

Megoldas. Mivel 2017 =, 7, valamint 7° = 2401=, 1, ezért érvényes hogy:
2 38
2017% =2017* = 7 =(7*)" =, 1% =1 .

3. Adott a p egyenes. Létezik-e olyan

a) 2017 -szog,

b) 2018 -szdg,

amelyre érvényes hogy a p egyenes metszi az adott soksz6g minden oldalat egy
olyan pontban, amely nem csucspont?
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Megoldas. a) Nem lehet, mert a 2017 péaratlan szam. Ha egy egyenes metszi egy
soksz6g minden oldalat egy olyan pontban ami nem csucspont, akkor az egyenes
mindkét oldalan a sokszégnek ugyanannyi cstcsa kell, hogy legyen, vagyis egy ilyen
sokszdg cslcsainak szdma csakis paros szam lehet.

b) Létezik ilyen sokszdg. Példaul:

Ay

As

27T NN

Ay AL A Asgia Asore Azois

. . , . 17
4. Oldd meg a valos szamok halmazan a sin® x +cos® x = e egyenletet!

Megoldéas. Ha mindkét oldalhoz hozzaadjuk a 2sin* x-cos* x kifejezést, akkor a bal
oldal binom négyzetére alakithato:

. 2 17 .
(sm4 X +cos* x) ==" 4+ 2sin* x-cos* x.
32
A baloldali kifejezés a zarojelen belul is binom négyzetére alakithato:

2
((sin2 X + COS> x)2 —2sin? x-cos? x) - %+%-163in4 X -C0s* X

2
1—14sin2x-coszx :£+l-163in4x-cos4x,
2 32 8

2
1—lsin22x :£+1~sin42x.
2 32 8

sin? 2x

Vezessiik be a kovetkez6 helyettesitést: t = , te {0, %} Ekkor adodik, hogy

(1‘t)2 = = +1-t2, azaz t? —4t+—15 =0, amely egyenletnek megoldasai t, = 15 és
32 2 16 4
1 , . - , , Csin?2x 1
t, = 7 de a feltétel miatt csak a masodik megoldas fogadhato el, azaz: =7

Megoldva ezt az egyenletet, a sin 2x:i% trigonometrikus egyenletet kapjuk,

amelynek megoldasai 2x = Z+k—ﬂ ,azaz X = Z‘Fk—”, keZ.
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A WODNEFE

. évfolyam

. Kovacs Alex, Pet6fi Brigad Altalanos Iskola, Kula, 1. dij

. Apro Dorottya, Jovan Miki¢ Altalanos Iskola, Szabadka, 11. dij
. Ago Gergely, November 11. Altalanos Iskola, Zenta, 111. dij

W N OO

. évfolyam

. Fodor Gabor, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

. Fehér Konrad, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

. Téth Tamas, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij

. Molnér David, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij
. Kopasz Petra, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

O wdNDEF O

10. évfolyam

1. Kratok Gyula, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

2. Apré Janos, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

3. Hugyik Kornél, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
4. Pardczi Orsolya, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
5. Kor6si Zalan, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij

11. évfolyam

1. Sz6gi Rolnad, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, I. dij

2. Nagy Kinga, Bolyai Tehetséggondoz6é Gimnazium és Kollégium, Zenta, I1. dij

3. Sztarek Norbert, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
4. Ruzsa Akos, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnéazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
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12. évfolyam

1. lllés Illés Tamas, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I. dij
2. Boroc Tamas, Bolyai Tehetséggondozd Gimnézium és Kollégium, Zenta, 1. dij

3. Karvak Beatrix, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij

A dijazott versenyzok.
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A XVI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

Pillanatkép a versenyzokrol.
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XVI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2018. december 1.

5. évfolyam

1. Jancsi és Juliska egy tial mézes pogacsat osztott szét egymas kozott. E16szor
Jancsi vett a talbol egyet, aztan Juliska kettét, utana Jancsi harmat, és igy
tovabb felvaltva, mindig eggyel tobbet, mint amennyit a masik vett. A végén
Jancsinak csak négy darab pogacsa maradt, de megvigasztalodott, amikor latta,
hogy igy 6sszesen pont ugyanannyi pogacsat kaptak mindketten. Hany mézes
pogacsat osztottak szét?

2. Jancsi eszrevette, hogy egy bizonyos honapban harom szerda datuma is paros
szam volt. Hanyadika volt ebben a hénapban az utols6 vasarnap?

3. Segits Jancsinak és Juliskanak és oszd fel az abran adott
6x4-es téglalapot a racsvonalak mentén 3 részre ugy,
hogy mindegyik rész:

a) hatszdg,

b) nyolcszdg és

c) tizszog legyen!

(Elég csak a felosztasokat megadni, nincs szlikség indoklasra.)

4. Juliska uagy irt le egy szazjegyii természetes szamot, hogy a 2018-at irta
egymas utan tobbszor: 201820182018...20182018 .

a) Legalabb hany szamjegyet kell kitorolni ebbél a szambol, hogy a megmarado
szdm szamjegyeinek 0sszege 100 legyen?

b) Legfeljebb hany szamjegyet kell kitorolni ebbol a szambol, hogy a megmarado
szam szamjegyeinek sszege 100 legyen?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XVI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2018. december 1.

6. evfolyam

1. 9 papirlap kozul néhanyat 10 részre vagtak szét, majd az igy kapott részek
kozul nehanyat ismét 10 részre vagtak szét, és igy tovabb. Lehetséges-e, hogy ezt
néhanyszor megismételve 20181201 papirdarabot kapjunk?

2. Alkottunk egy végtelen hosszlsagu szamsorozatot Ugy, hogy a paros szamokat
egymas utan irtuk: 2468101214...

a) Melyik a 2018. szamjegy, az igy kapott sorozatban?

b) Hany 2 -es szamjegy szerepel a sorozat elsé 2018 szamjegyei k6zott?

3. Gergo egy téglalap alaku papirlap hosszabb
oldalat két parhuzamos szakasszal 3 egyenlé részre
osztotta. Ezutan egy nagy Z betiit rajzolt az abran
lathatd mddon, majd azutédn azt kivagta a téglalap
alaku papirbol. (A két ,toréspont” a szaggatott
szakaszokra illeszkedik.) A Z terilete hanyad része
a téglalap teruletének?

4. Boldizsar az 1x1x2 cm éli kis téglatestekbél, egy 14x14x28 cm élii nagy
téglatestet ragasztott dssze.

a) Legkevesebb hany kis téglatestet kell a nagy téglatestre raragasztania ugy,
hogy az igy 1étrejové test felszine 2018 cm? legyen?

b) Legkevesebb hany kis téglatestet ragasztott igy egymashoz dsszesen?

(A kis téglatesteket egy teljes lapjukkal kell egyméashoz ragasztania, igy hogy két
kis téglatest egy-egy teljes lapjukkal illeszkedjen egymashoz.)

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XVI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2018. december 1.

7. evfolyam

1. Misi megszorzott egymassal hét kiilonbozé egész szamot, és 2156 -ot kapott
eredmenyll. Melyik hét szamot szorozta meg? Van-e ennek a feladatnak tobb
megoldésa is?

2. Karolina leirta egymas ala az els6 2018 temészetes szamot, és dsszeadta éket.
a) Milyen szamjegy all a 10-esek helyen?
b) Mi lesz az 6sszeadas eredménye?

3. Legyen az ABC egy tetszéleges hegyesszogli haromszog. Legyen a D pont az
A csucsbdl a BC oldalra bocsatott magassagvonal talppontja, az E pedig a B
pontbdl az AC oldalra bocsatott magassagvonal talppontja. Bizonyitsd be, hogy
a BD és az AE szakaszok felezomerdlegeseinek metszéspontja rajta van az AB
oldalon!

4. Egy egyenléoldali haromszog oldalai 30 cm hosszUiak. Beleszorunk ebbe a
haromszogbe 10 buzaszemet. Lehetséges-e Ugy elhelyezni ezeket a buzaszemeket,
hogy barmely két buzaszem kozott legaldbb 10 cm legyen tavolsag? A valaszt
részletesen indokold meg!

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XVI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2018. december 1.

8. évfolyam

1. Két barat a kovetkezo jatékot jatsza: felvaltva mondanak egy-egy szamot az 1,
2, 3 és 4 kozul, majd 6sszeadjak az elhangzott szamokat. Az a jatékos nyer,
akinél az 6sszeg eléri a 23-at. Melyik jatékosnak van nyeré stratégiaja?

2. Egy félkorbe kort rajzoltunk, majd
meghuztuk a szogfelezoket az abran lathaté
modon. Hatarozd meg a halvanyszirke
tertlet nagysagat, ha ismert, hogy a

sotétsziirke teriilet nagysaga 150 cm?.

3. Hatarozd meg az 6sszes olyan abcd négyjegyii szamot, amelyre érvényes, hogy
abcd +3bcd +cd +d =2018.

4. Egy osztaly zold hétvégét tartott. Szombaton minden lany 70 cm®-en és
minden fill 55 cm? -en szedte Gssze a szemetet a szomszédos erdében, de ha csak a
filk dolgoztak volna, akkor mindannyiuknak X cm®-t Kkellett volna
megtisztitaniuk. Vasarnap minden lany 45 cm?-t és minden fit 60 cm?-t tisztitott

meg, de ha csak a lanyok dolgoztak volna, akkor mindannyiuknak X cm?-en
kellett volna 0sszeszedni a szemetet. Hatdrozd meg az X értékét!

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2018. december 1.

9. evfolyam

1. Mely valés szamok elégitik ki a kovetkezo egyenletrendszert:
—2018|x|+y +z = 2017,

X+Yy+2z=2018,
X+Yy+2z=20109.

2. Melyik az a legkisebb természetes szam, amelyre érvényes, hogy ha 7 -tel, 8-
cal, 9-cel vagy 10-zel maradékosan elosztjuk, akkor a maradék rendre 2, 0, 1,
87?

3. Az ABCD téglalap AB oldalanak hossza 40 cm, BC oldaldnak hossza 30 cm.
A téglalap AD és CD oldalara mint atmérore félkoroket rajzolunk a téglalap
belseje felé. A két félkor a téglalap P pontjaban metszi egyméast. Mekkora az
ABP haromszog terulete?

4. a) Egy bolha ugrél a szdmegyenesen. Az origdbdl indul és mindig egy
egysegnyit ugrik pozitiv vagy negativ irdnyba. Hol lehet ez a bolha a 100. ugrés
utan? Hany ilyen pont van?

b) Egy masik bolha ugral a derékszogii koordinata-rendszerben. Az origobol
indul és mindig egy egységnyit ugrik valamelyik tengellyel parhuzamosan. Hol
lehet ez a bolha a 100. ugras utan? Hany ilyen pont van?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XVI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2018. december 1.

10. évfolyam

1. Oldd meg az egész szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:
2x® +x+5-y* =0.

2. Adott a valés fiiggvényeknek egy sorozata a kovetkezé moédon:
1

fl(X)=X—)i1, fz(X)=m’ oz (X) = fn+l( fn(x))’

ahol az n természetes szam. Mennyi az f,;(2019) értéke?

3. Az ABC szabélyos haromszég BC oldalat a C-n tal meghosszabbitottuk a
BC oldal felével, és igy a D ponthoz jutottunk. A D -bél kiindulé félegyenes az
AC oldalt annak felezépontjaban, F -ben metszi, az AB oldalnak pedig E -vel
jelolt pontjan halad at. Hanyad része az AE szakasz hossza az ABC haromszog
keruletének?

4. A téblara felirunk 2017 nullat, 2018 egyest és 2019 kettes szamjegyet.
Minden alkalommal két kiilonb6zé szamjegyet torliink és helyettiikk a 0, 1, 2
szamjegy kozil azt az egy szamjegyet irjuk, amely abban a Iépésben nem kerdlt
letorlésre.

a) Bizonyos Iépés utdn maradhat-e csupa nulla sorozat?

b) Amikor a tablan csak egy szamjegy maradt, akkor mely szamjegyek lehetnek
azok?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XVI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2018. december 1.

11. évfolyam

1. Hatarozd meg a kiovetkezé egyenletrendszer minden valos megoldasat:
X+ Xy 4.4 Xpp15 = 2018,

4 4 4_ 3 3 3
X+ X o+ X0 =X FXT o+ X

2. Egy derékszogii haromszog « és [ hegyesszogeire érvenyes, hogy
tga +tgB+tg°a+tg’ S +1g’a +1g° B =70.
Szamitsd ki az adott derékszogii haromszog hegyesszogeit!

3. Az ABC héromszdgben az ABC./ szogfelezdje metszi a haromszog Koriilirt
korét D pontban. Bizonyitsd be, hogy teljesiil a BD® > BA-BC egyenlétlenség!

4. A roplabda-bajnoksagon 6sszesen tiz csapat versenyzett, minden csapat
minden masik csapattal jatszott egy mérkozést. A verseny végén az elséd
csapatnak x, gyozelme és y, veresége volt, masodik csapatnak x, gyézelme és

y, veresége volt, harmadik csapatnak x, gyézelme és y,veresége volt, stb.
Igazold, hogy ekkor teljesiil az X,° +X,* +...+ X,° = V" +VY,” +..+Y,,” egyenléség!

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XVI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2018. december 1.

12. évfolyam

1. Bizonyitsd be, hogy ha az f(x) olyan egész egyutthatds polinom, hogy 6t
kiilonb6z6 egész helyen 1-et vesz fel értékll, akkor nincs olyan a egész szam,
amelyre f(a)=-1 lenne!

2. Adottak az A, B,C,D nem egy sikban fekvé pontok, amelyekre érvényes, hogy
AB=BC=CD=DA. Az M, illetve az N pont az AC, illetve a BD szakasz

felezopontja. Igazold, hogy MN az AC és BD szakaszok kézos merdlegese!

3. Oldd meg a kivetkezo egyenletet a természetes szamok halmazaban:
x4+123=y°

4. Kezdetben egy 3x3-as tablazat minden mezéjén 0 all, majd egy-egy lépésben

a tabla valamely 2x2-es részén a szamok mindegyikét 1-gyel ndéveljuk.
Megkaphatjuk-e ilyen lépésekkel a kovetkezo Kitdltést?

419]5
10118 |12
6 13| 7

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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A XVI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

5. évfolyam

1. Jancsi es Juliska egy tal mézes pogacsat osztott szét egymas kozott. Elészor
Jancsi vett a talbol egyet, aztan Juliska kettot, utana Jancsi harmat, és igy
tovabb felvaltva, mindig eggyel tébbet, mint amennyit a masik vett. A végén
Jancsinak csak négy darab pogéacsa maradt, de megvigasztalédott, amikor latta,

hogy igy 6sszesen pont ugyanannyi pogacsat kaptak mindketten. Hany mézes
pogacsat osztottak szét?

Megoldés. Juliska kérénként 1-gyel tobbet vesz, mint Jancsi, igy négy kor alatt vesz
4 -gyel tobbet. Tehat a kiosztott pogéacsdk szama: 1+2+3+4+5+6+7+8+4=40.

Jancsi Juliska
1 2
3 4
5 6
7 8
4
20 20

2. Jancsi észrevette, hogy egy bizonyos hénapban harom szerda datuma is paros
szam volt. Hanyadika volt ebben a hénapban az utolsé vasarnap?

Megoldas. Paros datumu szerdak csak kéthetente lehetnek. Az els6 és az utolso paros
szerda kozott 28 nap van. Ezért az els6 szerda csak 2 -dika lehet. Az utolsd szerda
datuma igy 30-dika lesz. A honap utolsé vasarnapja 27 -dikeére esik.

3. Segits Jancsinak és Juliskanak és oszd fel az 4bran adott
6x 4 -es teglalapot a racsvonalak mentén 3 részre ugy, hogy
mindegyik rész:

a) hatszdg,

b) nyolcszdg és

c) tizszog legyen!

(Elég csak a felosztasokat megadni, nincs sztikség indoklasra.)

Megoldas. Mindharom esetben tobb megoldas is elképzelhets. Egy-egy példa:
a) harom hatszdgre b) harom nyolcszbgre c) harom tizszogre

[ [
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4. Juliska ugy irt le egy szazjegyii természetes szamot, hogy a 2018-at irta
egymas utan tobbszor: 201820182018...20182018 .

a) Legalabb hany szamjegyet kell kitorolni ebbdl a szambél, hogy a megmarado
szam szamjegyeinek 0sszege 100 legyen?

b) Legfeljebb hany szamjegyet Kkell kitorolni ebbdl a szambdl, hogy a megmarado
szam szamjegyeinek 0sszege 100 legyen?

Megoldés. A szdzjegyli szamot tgy kapta Juliska, hogy a 2018 négyjegyli szamot
100: 4 =25-sz0r leirta egymas utan. Ebben a szamban 25 -szor fordul el6 a 2 -es, a
0,az 1-es ésa 8-as szamjegy.

E szamjegyek Gsszege: 25-(2+0+1+8)=25-11=275.

a) 275 helyett Ggy lesz 100 a szdmjegyek Osszege, ha 175 Osszegli szamjegyet
kihagyunk. Ezt a legkevesebb darabbol akkor tudjuk megtenni, ha a legnagyobb
értékii szamjegyeket hagyjuk ki. Itt ez a 8-as. 21 db 8-as értéke 21-8=168. Még
hetet kell elvenni, amit 3 db 2-es és 1 db 1-es alkot.

Végll dsszesen 21+3+1=25db szamjegy elhagyasaval elérhetd, hogy a megmaradt
75 jegyl szam jegyeinek 6sszege 100 legyen.

Megmarad: 4 db 8-as, 22 db 2-es, 24 db 1-esés 25 db 0.

Ezek 6sszege: 4-8+22-2+24-1+25-0=32+44+24+0=100.

b) A 25 db 2-esb6l, 25 db 0-bol, 25 db 1-esbdl és 25 db 8-asbol a lehetd legtobb
szamjegy elhagyasaval (gy kaphatunk egy 100 szamjegy-0sszegii szamot, ha
elhagyjuk mind a 25 db 0-t, mind a 25 db 1-est, majd 23 db 2-est és 13 db 8-ast,
akkor 100—(25+25+ 23+13):100—86:14 jegyi szam marad, amely

szamjegyeinek 0sszege 100. Tehét legfeljebb 86 db szamjegyet lehet kitorolni.
Megmarad 12 db 8-asés 2 db 2-es. 12-8+2-2=96+4=100.
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6. évfolyam

1. 9 papirlap kozul néhanyat 10 részre vagtak szét, majd az igy kapott részek
kozul nehanyat ismét 10 részre vagtak szét, és igy tovabb. Lehetséges-e, hogy ezt
néhanyszor megismetelve 20181201 papirdarabot kapjunk?

Megoldas. Nem lehetséges. A papirlapok szdma minden 1épéshen 9-cel oszthato.
20181201 pedig nem oszthat6 9-cel.

2. Alkottunk egy végtelen hosszUsagu szamsorozatot Ugy, hogy a paros szamokat
egymas utan irtuk: 2468101214...

a) Melyik a 2018. szamjegy, az igy kapott sorozatban?

b) Hany 2 -es szamjegy szerepel a sorozat elsé6 2018 szamjegyei kozott?

Megoldas.
a) A szémsorozatban 4 egyjegyii, 45 kétjegyli, 450 haromjegyi, és 4500
négyjegyll szam van. Ez alapjan

2018=4-1+2-45+3-450+4-143+2.
A szamsorozat 2018. eleme tehat, a 144. négyjegyli szam (1286) masodik
szamjegye, azaz 2.
b) A 4 egyjegyli szam kozott 1 darab, a 45 kétjegy(i szam kozott 9-1+5=14 darab,
a 450 haromjegyti szam kozott 9-10+9-5+50=185 darab, valamint a 144 darab
négyjegyti szam kozott 2-15+44 =74 darab 2 -es talalhaté. Igy a sorozat els¢ 2018
szdmjegye kozott Osszesen 274 darab 2 -es taldlhato.

3. Gergd egy téglalap alaka papirlap hosszabb
oldalat két parhuzamos szakasszal 3 egyenlé részre
osztotta. Ezutan egy nagy Z betiit rajzolt az abran
lathatd modon, majd azutan azt kivagta a téglalap
alaka papirbol. (A két ,toréspont” a szaggatott
szakaszokra illeszkedik.)) A Z terilete hanyad
része a téglalap tertletének?

Megoldéas. Nevezzik el a téglalap hosszabb oldalat a-nak, rovidebb oldalét pedig b -

. 2 .
nek. Ekkor az abran levé haromszogek b oldalra mért magassaga ga. Tehét Z
tertilete

2
—ab 1
T,=ab-2 3 |=Zab,
2 3

azaz Z terilete a téglalap harmadrésze.
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4. Boldizsar az 1x1x2 cm éli kis téglatestekbél, egy 14x14x28 cm éli nagy
téglatestet ragasztott 6ssze.

a) Legkevesebb hany kis téglatestet kell a nagy téglatestre raragasztania ugy,
hogy az igy 1étrejové test felszine 2018 cm? legyen?

b) Legkevesebb hany kis téglatestet ragasztott igy egymashoz 6sszesen?

(A kis téglatesteket egy teljes lapjukkal kell egyméshoz ragasztania, ugy hogy két
kis téglatest egy-egy teljes lapjukkal illeszkedjen egymashoz.)

Megoldas. A nagy téglatest felszine 2-14-14+4.14-28=1960 cm®, tehat még
58 cm?-nyi felilletet kell raragasztani.

a) Egy Kkis téglatest raragasztasaval 6, avagy 8cm®-nyi feliilettel boviti a nagy
téglatestet. Legkevesebb 8 kis teglatestet kell hozzaragasztania ugy, hogy 5 darab

8 cm?-rel (az 1x1-es lapjanal ragasztja oda), 3 darab pedig 6 cm?-rel (az 1x2-es
lapjanal ragasztja oda) bovitse a nagy téglatest feliiletét.

b) Osszesen 2-14-14+4-13-12+8=1024 Kis téglatestet ragasztott igy dssze, mivel a
nagy téglatest lehet treges.
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7. évfolyam

1. Misi megszorzott egymassal hét kiilonbozo egész szamot, és 2156 -ot kapott
eredmenyll. Melyik hét szamot szorozta meg? Van-e ennek a feladatnak tobb
megoldésa is?

Megoldas. A 2156 primtényezés formaja: 2-2-7-7-11 mindossze 5 szambol all
amelyek kozott vannak egyenléek. 7 kiilonb6z6 szamot ugy kaphatunk, ha a 2
parjaként a —2-t, a 7 parjaként a —7-et valasztjuk. Igy mar lesz 5 kiilénbozo
szorzénk. Hogy meglegyen a 7 kiilonboz6 szdm, hozzavesszik ezekhez az 1 és —1
szamokat. Ha az eddigi szorzatot ezekkel megszorozzuk, csak az eljele valtozik
negtivra. Hogy az eredmény pozitivva véaljon, a 11 eldjele is neagtiv kell, hogy
legyen. Tehat:
2156 =1-(~1)-2+(-2)-7-(-7)-(-11).

A feladatnak nincs tébb megoldasa.

2. Karolina leirta egymas ala az els6 2018 temészetes szamot, és dsszeadta 6ket.
a) Milyen szamjegy all a 10-esek helyen?
b) Mi lesz az 6sszeadas eredménye?

I. megoldas. A feladat valojaban az 1+2+3+4+5+...+2016+ 2017 + 2018 6sszeg
Kiszamitasa. Vegyuk észre, hogy 1+2018=2019, 2+2017=2019,
3+2016 =2019 . Tehét, ha 6sszeadjuk az els6 tagot az utolsoval, 2019 -et kapunk. Ha
ezeket letoroljiik, akkor az ijabb els6t az ujabb utolsdval 0szeadva szintén 2019 -et

kapunk, és igy tovabb. Osszesen %leOQ parosunk van. Az 0sszeg tehat

1009-2019 =2037171, ami azt jelenti, hogy a tizesek helyéna 7 all.

Il. megoldas. Az egymas ala irt szamokat Gigy adjuk Ossze, hogy elészor 6sszeadjuk
az utols6 szamjegyeket tartalmazé oszlopot. Ebben az oszlopban az

(1+2+3+4+5+6+7+8+9+0)+--+(1+2+3+4+5+6+7+8+9+0)+

+(1+2+3+4+5+6+7+8)

0sszeg all. Mivel 1+2+3+4+5+6+7+8+9+0=45, és ez az 6sszeg 201-szer
ismétlédik, igy 201-45=9045. Hozz4jon még az utolso,
1+2+3+4+5+6+7+8=36.

Az utolsd szémjegyek 6sszege tehdt 9045+36=9081. Ebbdl leirjuk az egyesek
helyére az 1-et, majd atvisziink 908-at. Az utolso eldtti oszlopban ugyzanezek a
szdmjegyek fordulnak el6 azzal, hogy minden 100-asban (pl 200 és 299 kozo6tt) 10
db 0-&s, 10 db 1-es, 10 db 2-es, ..., 10 db 9-es szamjegy van. Ezek 0sszege
10-45=450. Mivel 2018-ig 20 db teljes szazas van (1-t61 1999-ig), ez
20-450=9000. 2000 és 2018 kozott a 10-esek helyén 10-0+8-1=8 bsszeget
kapunk. Igy osszesen: 908 (atvitel) +9000+9=9917, amibdl leirjuk a szazasok
helyére a 7 -et, majd atvissziik a 991-et. A szazasok helyén 199 db 0 all, majd 200
db 1-es, 200 db 2-es, és igy tovabb, végul 200 db 9-es. 2000 és 2018 kdz6tt ezen
a helyen csak 0-ak allnak, igy ezek Gsszege nem hat ki az eredményre. A szazasok
helyére tehat 991 (atvitel) +20-45=9991 keriilne, amibdl leirjuk az 1-est a szazasok

helyére, és atvisziink 999-et. Az ezresek helyén elébb 999 db 0 van, majd 1000 db
1-es, végil 19 db 2-es. Igy 999 (atvitel)+999-0+1000-1+19-2=2037, ezt mind
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leirjuk az eddig leirt szamjegyek elé, s az eredmény 2037171 lesz. A tizesek helyén a

7 -es szamjegy all.

3. Legyen az ABC egy tetszoleges hegyesszogii haromszog. Legyen a D pont az
A csucsbdl a BC oldalra bocsatott magassagvonal talppontja, az E pedig a B
pontbdl az AC oldalra bocsatott magassagvonal talppontja. Bizonyitsd be, hogy
a BD és az AE szakaszok felezGmerodlegeseinek metszéspontja rajta van az AB

oldalon!

Megoldés. A feladat vazlata az abréan talalhato.
Legyen DB felezpontja P, AE felez6pontja
pedig Q. Mivel a DB  szakasz

felezémerdlegese merSleges a DB szakaszra,
és az AD magassagvonal is merdleges a BC
oldalra (ami magéan hordozza a DB szakaszt),
ezért a felezbmeréleges parhuzamos a
magassagvonallal. Nevezzik K-nak azt a
pontot az AB szakaszon, ahol a DB szakasz
felezémerdlegese metszi azt. Két dolgot tudunk:

¢ . »

A K B

PK péarhuzamos AD -vel, és PK athalad az DB oldala felez6pontjan. Ez elegend6
ahhoz, hogy PK kozépvonal legyen az ABD haromszogben. Ebbol pedig az
kovetkezik, hogy a K pontaz AB oldal felezépontja.

Analdég modon: Tegylk fel, hogy az AB oldalon van egy K, pont, ahol az AE
felezémerdlegese athalad. A QK szakasz kdzépvonal az ABE haromszogben, hisz
athalad az AE oldal felez6pontjan és parhuzamos a BE oldallal. A kdzépvonal az
AB oldalt a felez6pontjaban metszi, tehat K, is az AB oldal felezépontja. Az AB

oldalnak csak egy kdzéppontja van igy kimondhatjuk, hogy K és K, egybeesnek.

4. Egy egyenléoldali haromszog oldalai 30 cm hosszGiak. Beleszorunk ebbe a
haromszdgbe 10 buzaszemet. Lehetséges-e Ugy elhelyezni ezeket a buzaszemeket,
hogy barmely két buzaszem kozott legaldbb 10 cm legyen tavolsag? A valaszt

részletesen indokold meg!

Megoldés. A hdromszdg minden oldalat 3 részre
osztjuk. Osszekétjiik a megfeleld osztépontokat
(az oldalakkal parhuzamos szakaszokat kapunk), s
kialakul 9 db egyenl6 oldald haromszog
amelyeknek az oldala 10 cm hosszd. Mivel 10 db
buzaszemet kell elosztani bennik, a skatulya elv
alapjan lesz egy olyan kis haromszdg, amibe 2
buzaszem keril. Mivel a kis haromszdgek oldala
10 cm hosszU, ez a két buzaszem kevesebb mint
10 cm tavolsagra lesz egymastol. Ennek alapjan
megallapithatjuk, hogy nem lehet a haromszdgbe
elhelyezni Ggy 10 buzaszemet, hogy barmely kettd
kdzott legyen legaldbb 10 cm tavolsag.
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8. évfolyam

1. Két barat a kovetkezo jatékot jatsza: felvaltva mondanak egy-egy szamot az 1,
2, 3 és 4 kozul, majd 6sszeadjak az elhangzott szamokat. Az a jatékos nyer,
akinél az 0sszeg eléri a 23-at. Melyik jatékosnak van nyero stratégiaja?

Megoldéas. A valaszthatd szamok koziil a legkisebb és legnagyobb 6sszege 5, igy a
jatékosok el tudjak érni, hogy minden kor utan 6ttel novekedjen az Gsszeg. Az elsd
jatékos a harmas szadmmal kezd, majd mindig azt a szdmot mondja, amelyet a
masodik jatékos szamahoz adva az 0sszeg 6t lesz. Ekkor az els6 jatékos szamai utan
az 6sszeg 3, 8, 13, 18, majd 23 lesz. igy megnyeri a jatékot.

2. Egy félkérbe kort rajzoltunk, majd
meghuztuk a szogfelezoket az abran lathato
modon. Hatarozd meg a halvanyszirke
tertlet nagysagat, ha ismert, hogy a

sotétsziirke teriilet nagysaga 150 cm?.

Megoldas. Legyen a kor sugara r, ekkor a félkdré 2r. A fehér korszelet teruletét
jeloljuk T -vel. A sotét rész nagysaga felirhatd r°z—2T alakban, a halvanyé pedig

(2r)272'
8

tertiletével, azaz 150 cm?.

mint 2 —2T =r°z—2T . Vagyis a vilagos rész teriilete megegyezik a sotét

3. Hatarozd meg az 0sszes olyan abcd négyjegyii szamot, amelyre érvényes:
abcd +3bcd +cd +d = 2018.

Megoldas. Az abcd +3bcd +cd +d = 2018 egyenléség felirhato

1000a+400b +50c+6d = 2018
alakban. Innen kovetkezik, hogy a csak 1 illetve 2 lehet. Ha a=1, akkor
400b +50c+6d =1018. Innen kovetkezik b =2, mert minden més b esetén tal nagy,
illetve tal Kicsi lenne az 6sszeg. Az 50c+6d =218 dsszefiiggésbdl egyértelmiien
kovetkezik, hogy c=4 és d=3. Ha a=2, akkor 400b+50c+6d =18. Innen
kovetkezik, hogy b=c=0 és d =3. Tehat két ilyen szam létezik az 1243 és a 2003.

4. Egy osztaly zold hétvégét tartott. Szombaton minden lany 70 cm®-en és
minden fili 55 cm?-en szedte 6ssze a szemetet a szomszédos erdében, de ha csak a
filk dolgoztak volna, akkor mindannyiuknak X cm®-t Kkellett volna
megtisztitaniuk. Vasarnap minden lany 45 cm?-t és minden fit 60 cm?-t tisztitott

meg, de ha csak a lanyok dolgoztak volna, akkor mindannyiuknak X cm?-en
kellett volna 0sszeszedni a szemetet. Hatdrozd meg az X értékét!

Megoldas. Jeldlje | a lanyok szamat és f a filk sz&méat. Szombatra felirhatd a
701 +55f = X -1

egyenlet, vasarnapra pedig a
451 +60f =X - f

egyenlet. A két egyenlet dsszeadasabol adddik, hogy 1151 +115f = X -1+ X - .
Kiemelés utan: 115(1+ f)= X -(1+ f),az X értéke tehat 115.
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9. évfolyam

1. Mely valés szamok elégitik ki a kovetkezo egyenletrendszert:
—2018|x|+y +z = 2017,

X+Yy+2z=2018,
X+Yy+2z=20109.

Megoldés. A harmadik egyenletbdl kivonva a masodikat z =1-et kapunk. Ekkor az
egyenletrendszer igy modosul:

~2018[x|+y = 2016,
X+y=2017.
Most az elsé egyenletbdl kivonva a masodik egyenletet adodik, hogy —2018|x|=x—1.

Ha x <0, akkor 2017x=-1, €s x=— 20117 , amasodik egyenletbdl pedig

y=2017 .
2017

Ha x>0, akkor 2019x=1, és x = 20119 , a masodik egyenletbdl pedig

y=2016@.
2019
A két megoldas tehat: —L,ZOUL,l és i,zoleﬁ,l.
2017 2017 2019 2019

2. Melyik az a legkisebb természetes szam, amelyre érvényes, hogy ha 7 -tel, 8-
cal, 9-cel vagy 10-zel maradékosan elosztjuk, akkor a maradék rendre 2, 0, 1,
87?

Megoldas. Elészor tekintsiik az els6 két feltételt, azaz keressiink olyan természetes
szamokat, amelyek 7 -tel osztva 2-t, 8-cal osztva O-t adnak maradékul. Ezek a
szdmok biztosan 7k +2 alakuak, ahol k nemnegativ egész szam. A 8-cal vald
oszthatosag miatt k lehetséges értékei: 2, 10, 18,..., azaz 7k +2 lehetséges értékei
16, 72, 128,.... Pontosan ezek azok a szdmok, amelyek teljesitik az elsd két feltételt.
Altalanos alakjuk: 561 +16, ahol | nemnegativ egész szam.

Ha egy 56l +16 alaki szam 9-cel osztva 1-et ad maradékul, akkor az 56l +15
oszthatd 9-cel. A konnyebb szamolds érdekében szadmoljunk csak a 9-es
maradékokkal, azaz vizsgaljuk a 2l +6 kifejezés 9-cel valo oszthatdsagat. Konnyen
lathato, hogy | lehetséges értékei 6, 15, 24, 33, 42,..., azaz az eredeti kifejezésbe
behelyettesitve 561 +16-ra 352, 856, 1360, 1864, 2368,...adodik.

A 2368 kielégiti a feltételeket, és mivel a feladat minden Iépésében a lehetd
legkisebb szamot valasztottuk, a 2368 -nal nincs kisebb megfelel szam.

3. Az ABCD téglalap AB oldalanak hossza 40 cm, BC oldaldnak hossza 30 cm.
A teglalap AD és CD oldalara mint atmérore félkoroket rajzolunk a téglalap
belseje felé. A két félkor a téglalap P pontjaban metszi egymést. Mekkora az
ABP haromszdg terilete?
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Megoldas. Mivel a P pont rajta van az AD és az AB oldalakra mint dtmérdkre
rajzolt koriveken, ezért az APD szbg és az CPD sz0g egyarant derékszdg (lasd az
abrat).

D C

A B

ElGszor kiszamitjuk a DP szakasz hosszat, amely az ACD derékszogli haromszog
magassaga. Ismerve a téglalap atldjanak hosszat, amely Pitagorasz-tétele alapjan
50 cm, a terliletet ketféleképpen kapjuk:

ADéDC _AC-DP , ahonnan DP =(30-40):50=24 cm.
Kovetkezd 1épésként kiszamoljuk az AP szakasz hosszat. Mivel DP? = AD? — AP?
és DP?>=DC*—-PC?, a jobb oldalakba beirva az ismert hosszakat és egymassal
kiegyenlitve 6ket a kovetkez6 egyenletet kapjuk:
302 - AP? =40 - (50— AP)’,
900 - AP? =1600—2500+100AP — AP?,
ahonnan AP =18 cm és PC =32 cm. DP is kiszamithato:
DP = AD? — AP? =+/30% —182 = 24
Most a DPC haromszdg teruletét kétféleképpen felirva ki tudjuk szamolni az x-szel
jelolt szakasz hosszat:

DP-PC _ x-CD , ahonnan x:ﬂ:%:w,z cm.
2 5)
Mivel y=30-19,2=10,8 cm, igy T,gp = Ai' Y _ 40;0’8 =216 cm?, s ez a keresett

terilet.

4. a) Egy bolha ugral a szdmegyenesen. Az origobdl indul és mindig egy
egysegnyit ugrik pozitiv vagy negativ irdnyba. Hol lehet ez a bolha a 100. ugrés
utdn? Hany ilyen pont van?

b) Egy masik bolha ugral a derékszogii koordinata-rendszerben. Az origobdl
indul és mindig egy egységnyit ugrik valamelyik tengellyel parhuzamosan. Hol
lehet ez a bolha a 100. ugrés utan? Hany ilyen pont van?

Megoldéas. a) Tegyuk fol, hogy a bolhanak x ugrésa volt pozitiv iranyba, ekkor a
100. ugras utdn az x—(100—x)=2x-100 -adik pontban van. Mivel x lehetséges
értékei 0, 1, ..., 100, igy az el6z6 kifejezés a —100,—98,-96,...,98,100 értékeket

adja, vagyis pontosan ezekben a pontokban tartézkodhat a bolha a 100. ugras utan. A
masik kérdésre valaszolva: 101 ilyen pont van.
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b) Ha a bolha a 100. 1épés utdn — nevezziik ezt a tovabbiakban végéallapotnak — az
(x;y) koordinataju pontban all meg, akkor |X|+|y|=100. Ezek szerint a bolha
vegallapota egy olyan ABCD négyzetben (beleértve annak hatarat is) van, amelynek
csticsai: (100,0),(0,100),(-100,0),(0,-100).

1. eset: Megmutatjuk, hogy a négyzet minden olyan racspontja szoba johet, amelyre
X+Yy paros. Ugyanis ekkor a 100—x—y is paros, ugorjon ennyit a bolha oda-vissza
a (0,0) ésa (0,1) pontok kozétt, majd a megmaradt ugrasokbdl ugorjon x-et az x
tengellyel parhuzamosan a megfeleld iranyba, és y-t az y tengellyel parhuzamosan
ugyanigy. Ekkor a bolha éppen az (x,y) pontba jut.

2. eset: Megmutatjuk, hogy az ABCD négyzet olyan pontjai, amelyek esetén x+vy

paratlan, nem johetnek szdba. A bolha egy ugrésa sorédn a helyzetét leird koordinatak
Osszege paritast valt. Az els6 ugras utan ez paratlan, majd paros, majd paratlan, és igy
tovabb. Vilagos, hogy a 100. ugras utan az x+y 0sszeg csak paros lehet.

Hatra van még a végallapotok dsszeszamlalésa. A (100,k) koordinataji pontok koziil

a bolha csak a (100,0) pontba tud eljutni a korabbiak szerint. Ezt igy irjuk, majd a
gondolatmenetet folytatjuk:

(100,k) k=0 Osszesen 1 darab
(99,k) k=-11 Osszesen 2 darab
(98,k) k=-2,0,2 Osszesen 3 darab
(Lk) k=-99,-97,...,97,99 Osszesen 100 darab
(0,k) k =-100,-98,...,98,100 Osszesen 101 darab

A szimmetria miatt az 6sszes esetek szama tehat:

101+2-(100+99+ 98+ -+ 2+1) =101+ 2. 202100

=101% =10201.
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10. évfolyam

1. Oldd meg az egész szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:
2x% +x+5-y* =0.

Megoldas. A 2x*+x kifejezést 2x* —2x+3x =2x(x—-1)(x+1)+3x alakba frva

belathatd, hogy a 2x°+x kifejezés mindig oszthatd 3-mal. Méas modon, a 2x° +x
kifejezést x(2x2 +1) alakban irva, az x=3k, x=3k+1, illetve x=3k +2 eseteket
vizsgalva szintén megallapithatjuk, hogy a 2x° + x kifejezés mindig oszthatd 3-mal.
Ezértaz

2x° +x+5=y°
egyenldség bal oldalanak 3-mal valo osztasi maradéka mindig 2, jobb oldalon pedig

egy négyzetszam van, aminek 3-mal valé osztasi maradéka nem lehet 2.
Kovetkezik, hogy az egyenletnek nincs egész megoldasa.

2. Adott a valos fiiggvényeknek egy sorozata a kovetkezé modon:

()=

.l fz(X):i’ fn+2(x): fn+l( fn(x))’

ahol az n természetes szdm. Mennyi az f,,,(2019) értéke?

Megoldéas. Alkalmazva a rekurziv képletet adddik, hogy
1
fl(x):XT, fz(x)Zm’ f3(X)= f2( fl(x))zl—x,

(0= (£(x) =25 (0= .((9)==—=.

= (%)= (0 & (0= (1),

fo (x) = f5( f4(x)):;
tehat a fiiggvénysorozat hatos periodussal ismétlodik, azaz
foram (X) = f1 (X).
Ennek alapjan f,y5(X) = f,(X), amelybdl az kivetkezik, hogy
1

f2018 (2019) = —m .

3. Az ABC szabélyos haromszog BC oldalat a C-n tal meghosszabbitottuk a
BC oldal felével, és igy a D ponthoz jutottunk. A D -bél kiindulé félegyenes az
AC oldalt annak felezépontjaban, F -ben metszi, az AB oldalnak pedig E -vel
jelolt pontjan halad at. Hanyad része az AE szakasz hossza az ABC haromszdg
keruletének?

Megoldés. Legyen AB=BC=CA=a ésCD:CF:FA:%. Mivel az ABC

haromszog szabalyos, ezért bels6 szogei 60°-osak. CD=CF, ezért a CDF
haromszog egyenlé szar, és mivel a C-nél 1évé kiilsé szoge 120°-0s, ezért
DFC/=CDF~/=30°. Az EFAZ=DFCZ=30° teljesil, mert csucsszogek és
FAE~Z =60°, igy

AEF £ =180°—- EFAZ - FAE £ =180°—-30°—-60° =90°.
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Tehat az EFA haromszog szogei 30°, 60° és 90°, azaz az EFA haromszog egy
»f¢lszabalyos haromszog”. A rovidebbik befogdjanak hossza fele az atfogodja

hosszéanal, azaz AE :%:%. Az ABC héaromszdg kerlilete 3a, igy AE hossza a

kerilet a :3a= i -ed része.
4 12

B C D

4. A téblara felirunk 2017 nullat, 2018 egyest és 2019 kettes szamjegyet.
Minden alkalommal két kiilonb6z6 szamjegyet torliink és helyettiik a 0, 1, 2
szamjegy kozul azt az egy szdmjegyet irjuk, amely abban a Iépésben nem kerult
letorlésre.

a) Bizonyos Iépés utan maradhat-e csupa nulla sorozat?

b) Amikor a tablan csak egy szdmjegy maradt, akkor mely szdmjegyek lehetnek
azok?

Megoldas. a) Legyen a, =2017, b, =2018, ¢, =2019. Az a,, b,, c, jelolik rendre
az n-edik lépés utani a 0-as, az 1-es, illetve a 2-es szdmjegyek szamat eés ezek
minden Iépésben valtoznak. A kezd6 adatok alapjan a 0-&k és a 2 -esek sz&ma azonos
paritasuak és az egyesek szamanak paritasa pedig nem egyezik meg ezzel.
Feltételezzlik, hogy n Iépés utan csak nullak maradtak a tablan, azaz b, =0=c,, de
ez az eldbbi paritési vizsgalattal ellentmondo.

b) Ha az n lépes utan egy szdmjegy maradt a tablan, akkor az a,, b,, c, koziil kettd

nulla, ezek tehat azonos paritasuak, igy a b, =1, tehat az 1 szamjegy maradt a tablan.
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11. évfolyam

1. Hatarozd meg a kovetkez6 egyenletrendszer minden valés megoldasat:
X+ X, 4.4 Xpp15 = 2018,

XX X = XX e Xy

Megoldas. Kezddhelyzetben az egyenletrendszer ckvivalens a kovetkezd
egyenletrendszerrel:

=D+ (X% -D+...+ (X5 -1 =0

X (% =1)+%,° (X, =1) + oot Xogyg” +(Xpo15 —1) =0
A masodik egyenletbdl kivonva az elsé egyenletet kapjuk a kdvetkezot:

(%> =D (% =1)+ (%> =D (%, =1) + o4 (Xgp08” —1) - (Xp005 1) =0.

Felbontva a kobok kiilonbségét és rendezve kapjuk a kovetkezot:
(%, —1)2 -(xl2 + X, +1)+(x2 —1)2 -(x22 +X, +1)+ ot (Xog —1)2 -(x2018
Mivel minden x, valés szdmra x’+x +1>0, k=12,.,2018, ezért
X =1 k=12,..,2018 .

2+x2018+1):0 :

2. Egy derékszogii haromszog « és [ hegyesszogeire érvenyes, hogy
tga +tgf+tg°a+1g° B+tg’a +tg* S =T70.
Szamitsd ki az adott derékszogii haromszog hegyesszogeit!

Megoldés. Valtsunk komplemens szégekre, azaz irjunk fel mindent « segitsegével:

tga + ctga + tg°a + ctg’a + tg’ar + ctg’a = 70.
Ha a tga +ctga kifejezést négyzetre és kdbre emeljiik, akkor:

(tger +Ctga)2 =tg’a + 2tgactga + ctg’a = tg’a + 2 + ctg’a
(tga + Ctga)3 =tg’a +3tg’actga + 3tgacty’a + ctg’a = tg’a + 3(tga + ctgar ) + ctg’a,
tehat
tg’a +ctg’a =(tga Jrctgoz)2 ~2 és

tg’a +ctg’a = (tga +Ctga)3 -3(tga +ctga).

Az x=tga +ctga helyettesitéssel kdvetkezik, hogy
X+(%* =2)+(x° =3x) =70, vagyis X’ +x*—2x-72=0,
amelynek egyik megoldasa
x=4, tehat (x—4)-(x* +5x+18)=0.

Mivel az x*+5x+18 trinom minden valés x -re pozitiv, ezért az egyetlen megoldas

X =4, azaz tga +ctga =4, ez utdbbi megoldasai pedig tgo =2+ J3.
A keresett hegyesszdgek tehat 15° és 75°.

3. Az ABC haromszogben az ABC./ szogfelezéje metszi a haromszog koriilirt
korét D pontban. Bizonyitsd be, hogy teljesiil a BD* > BA-BC egyenlétlenség!

Megoldés. Legyen az E pont az ABCZL szogfelezdje és a szemkoOztes oldal

metszéspontja. Mivel ABD/=DBCZ/ és BACL=BDC./, ezert a BAE és BDC
haromszdgek hasonloak, vagyis megteleld oldalaik aranyosak:
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BA:BE=BD:BC, azaz BD-BE =BA-BC.

Tudjuk, hogy BD>BE, mert a pontok sorrendje (B—E-D), ezért ezt
behelyettesitve adddik, hogy

4. A roplabda-bajnoksagon 6sszesen tiz csapat versenyzett, minden csapat
minden masik csapattal jatszott egy mérkézést. A verseny végén az elsé
csapatnak x, gyozelme és y, veresége volt, masodik csapatnak x, gyézelme és

y, veresége volt, harmadik csapatnak x, gyézelme és y,veresége volt, stb.
Igazold, hogy ekkor teljesiil az X,° + X,* +...+ X,° = V" +VY," +..+Y,,” egyenléség!

Megoldas. Tegyik fel, hogy a versenyen minden mérkézésben a gy6zelem egy pontot
jelent, a vereség nulla pontot, akkor minden csapat legfeljebb kilenc pontot érhet el,

Y, =9-%, 1=12,..,10. Az dsszesen lejatszott mérkdzések szdma
109,
2

tehat az 0sszes pont 0sszege 45, X, +X, +...+ X, =45. Ekkor:
V24,2 4t Vit = (9% ) 4 (9%, ) .+ (9- %)
=10-81-18- (X, + X, +...+ Xy )+ X" + X"+ 4 X" =

=810-18-45+ X+ X," +.ct X" = X+ X, ot X
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12. évfolyam

1. Bizonyitsd be, hogy ha az f(x) olyan egész egyutthatds polinom, hogy 6t
Kkiilonb6zo egész helyen 1-et vesz fel értékil, akkor nincs olyan a egész szam,
amelyre f(a)=-1 lenne!

Megoldas. Legyenek a, a,, a,, a,, & azok a kiilonboz6 egész szamok, amelyekre
f(a,)="f(a,)="(a,)="f(a,)=f(a;)=1. Tegyik fel, hogy van olyan a egész
szam, amelyre f(a)=-1. Ismeretes, hogy ha f(x) egész egyiitthatos polinom, ¢ és
d pedig kiilonbozé egész szamok, akkor (c—d)|(f(c)— f(d)). Ekkor viszont
a—a,a,—-a, a,—a,a,—a,a,—a Kilonbozé egész szamok, amelyek a 2 egész

szam osztdi. Ez ellentmondas, mert a 2-nek csak négy kiilonb6zé egész osztodja van:
1, -1, 2, -2, tehét a feltételezés nem igaz.

2. Adottak az A, B,C,D nem egy sikban fekvé pontok, amelyekre érvényes, hogy

AB=BC=CD=DA. Az M, illetve az N pont az AC, illetve a BD szakasz
felez6pontja. Igazold, hogy MN az AC és BD szakaszok kozos merélegese!

Megoldés. Mivel az ABDA és BCDA egymassal egybevago, ezért AN =CN, hiszen
egymassal egybevago, egyenld szart haromszogek stlyvonalairdl van szo. gy viszont
az ACNA is egyenl6 szara és MN az alaphoz ( AC -hez) tartozo stlyvonal, amibdl
kovetkezik, hogy MN L AC . A masik merdlegesség hasonld modon igazolhato.

3. Oldd meg a kovetkez6 egyenletet a természetes szamok halmazaban:
x14+123=y°.

Megoldés. Az x <5 természetes szdmokra kiprobaljuk, és latjuk, hogy egyedil x=5
esetén kapunk teljes otodik hatvanyt eredményil: 54123=243=3". Tehat egy
megoldas biztosan létezik, mégpedig az (x,y)=(5,3). Bebizonyitjuk, hogy tébb
megoldas nem létezik. Legyen x>6. Ekkor biztosan teljesil, hogy 9|x! , amib6l
kovetkezik, hogy x4123=,0+6=6. Vagyis y°-nek is a 9-cel valo osztasi

maradéka 6 kell, hogy legyen, vagyis y’-nek oszthatonak kellene, hogy legyen 3-
mal, de 9-cel nem, ami nyilvadnval6an nem lehetseges.

4. Kezdetben egy 3x3-as tablazat minden mezéjén 0 all, majd egy-egy lépésben
a tabla valamely 2x2-es részén a szamok mindegyikét 1-gyel ndéveljuk.
Megkaphatjuk-e ilyen lépésekkel a kovetkezo kitoltést?

4 1915
10 |18 | 12
6 [13 | 7

Megoldas. Nem. Vegyilk észre, hogy ha a megadott szabaly szerint médositjuk a
tablazatot, minden Iépésben a kdzépsd szam értéke egyenld lesz a négy sarokban levd
szam 0sszegével. Ez a megadott tablazatra nem teljesil, tehat a megadott kitoltés nem
érheto el.
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A XVI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
DIJAZOTTJAI

5. évfolyam

. Csiszar Akos, Miroslav Anti¢ Altalanos Iskola, Palics, I. dij

. Barat Daniel, Karasz Karolina Altalanos Iskola, Horgos, 1. dij

. Csanadi Petra, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Altalanos Iskola, Magyarkanizsa, I1. dij
. Risti¢ Anna, Jozsef Attila Altalanos Iskola, Ujvidék, 11. dij

. Pletikoszity Martin, Testvériség Egység Altalanos Iskola, Bajsa, 1. dij

. Radakov Amina, Kizur Istvan Altalanos Iskola, Szabadka, I11. dij

. Visnyovszki Kinga, Kizur Istvan Altalanos Iskola, Szabadka, I11. dij

~No ok~ WN -

. évfolyam

. Kratok Bence, Csaki Lajos Altalanos Iskola, Topolya, I. dij

. Kiss Kitti, Hunyadi Janos Altalanos Iskola/Cofman Iskola, Csantavér, 11. dij
. Dob6 Armin, Jovan Miki¢ Altalanos Iskola/Cofman Iskola, Szabadka, 111. dij
. Fekecs Csaba, Oktober 18. Altalanos Iskola, Zentagunaras, 111. dij

A owWODNEFEPO

. évfolyam

. Erdélyi Nimrod, Pet6fi Sandor Altalanos Iskola, Hajdujaras, 1. dij

. Farag6 Szabolcs, Kokai Imre Altalanos Iskola, Temerin, I1. dij

. Fajka Zsoka, Csokonai Vitéz Mihaly Altalanos Iskola, Felséhegy, I1. dij

. Szab6 Dorina, Arany Janos Altalanos Iskola, Téthfalu, 111. dij

. Bacsi Virag, Ady Endre Kisérleti Altalanos Iskola, Kishegyes, 111. dij

. Német Kristf, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Altalanos Iskola, Magyarkanizsa, 111. dij

OO WD PP

. évfolyam

. Kémiives Emese, Miroslav Anti¢ Altalanos Iskola, Palics, 1. dij

. Arok Anna, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Altalanos Iskola, Magyarkanizsa, |. dij
. Somogyi Akos, Pet6fi Sandor Altalanos Iskola, Hajdujaras, 1. dij

w N - 00

. évfolyam

. Gél Jozsef, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

. Apré Dorottya, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
. Nagy Daniella, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

. Bosznai David, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij
. Baranyai Brand, Szilady Aron Reformatus Gimnazium, Kiskunhalas, 111. dij

b~ owpdDEF, O

10. évfolyam

1. Fehér Konrad, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
2. Kopasz Petra, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
3. Fodor Gabor, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I1. dij
4. Csikos Enik6, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
5. Toth Tamas, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
6. Kosoczki Balazs, Szilady Aron Reformatus Gimnazium, Kiskunhalas, 111. dij

11. évfolyam

1. Par6czi Orsolya, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, I. dij
2. Kratok Gyula, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
3. Zabos Péter, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
4. Apro Janos, Bolyai Tehetséggondozo Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
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12. évfolyam

1. Szdgi Roland, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, . dij

2. Nagy Kinga, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

3. Ruzsa Akos, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

4. Konya Leon, Bolyai Tehetseggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

5. Sztarek Norbert, Bolyai Tehetseggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
6. Brindza Matyas, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
7. Rudner L&sz16, Békéscsabai Andrassy Gyula Gimnazium, Békéscsaba, I11. dij

A dijazott versenyzok.
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A XVII. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

4 tika nélkal
qA matemo

minden mas (.(.v:n e

Az iskola tanul6i hagyomanyosan tinnepi miisorral kedveskedtek a dijatadon.
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XVIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2019. december 8.

5. évfolyam

1. A Pisti szalinapi bulijan megrendezett tombolasorsolason egy-egy fekete, kék,
z0ld és piros tollat sorsoltak ki. A tollakat Anna, Panna, Andi és Balazs nyerte
meg.
A kovetkezoket tudjuk:
Anna tolla nem kék.
Panna tollanak szine vagy zold vagy kék.
Andi tolla se nem piros, se nem zold.
Balazs egy fekete tollat nyert.
Milyen szinii tollat nyert Andi és Panna?

2. Szamold meg, hogy hany haromszodg talalhato a
mellékelt rajzon!

3. Egy természetes szdmot neve zziink ,.érdekesnek”, ha teljesiilnek ra a
kovetkezo feltételek:

- szamjegyei kiilonbo6zdk,

- szamjegyei balrol jobbra olvasva csokkené sorrendben allnak,

- szdmjegyei 0sszege oszthato 10-zel.

Hany haromjegyii ,,érdekes” szam van?

4. Kétféle téglalapunk van. Az egyik teriilete 24 cm®, a masiké pedig 60 cm?.
Hanyféleképpen lehet ezekbél osszeilleszteni olyan téglalapot, amelynek teriilete

84 cm® lesz? Mekkorék lesznek az 6sszeillesztéssel kapott téglalapok oldalai? (A
téglalapok oldalainak mérészamai természetes szamok, a mértékegység pedig
cm.)

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XVII. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2019. december 8.

6. evfolyam

1. A 3-3:3-...-3-3 szorzatban 2019 darab 3-ast szorzunk meg 6nmagaval. Mi az
igy kapott szorzat utolsé szamjegye?

2. Bizonyitsd be, hogy az (a—b)ab = 2019 egyenletnek nincs megoldasa az egész
szamok halmazaban.

3. Kétféle téglalapunk van. Az egyik teriilete 24 cm®, a masiké pedig 60 cm?.
Hanyféleképpen lehet ezekbdl Gsszeilleszteni olyan téglalapot, amelynek teriilete

84 cm® lesz? Mekkorak lesznek az 6sszeillesztéssel kapott téglalapok oldalai? (A
téglalapok oldalainak mérdszamai természetes szamok, a mértékegység pedig
cm.)

4. Adottak az E, F, G és H pontok, rendre, az ABCD négyzet AB, BC, CD
és DA oldalain ugy, hogy AE=AH =CF =DG. Bizonyitsd be, hogy ekkor
teljestl az EHF £ =CFGZ egyenloség!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XVIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2019. december 8.

7. evfolyam

1. Négy lany a kovetkezoket allitja:
Anna: Bea hazudik.

Bea: Cili hazudik.

Cili: D6ri hazudik.

Dori: A tobbiek mindannyian hazudnak.
Ki mond igazat és ki hazudik?

2. Az abréan vastagon huzott 6 szakasz egyenlé hosszisagi.
a) hany fokos a pg szdg, ha
a=5°7?

b) hany fokos a B szdg, ha
a=20°7?

c) Bizonyara észrevetted, hogy a fenti esetek egyikében a feladat nem
megoldhatd. Szerinted legfeljebb mekkora lehet az « sz6g, hogy a szerkesztés
(vagy szamitds) mind a 6 Iépése elvégezheté legyen? Valaszodat részletesen
indokold meg!

3. Egy négyzet alakl suteményt egymassal egybevagd négyzet alaku szeletekre
szeltek fel. Kelekotya, a cukraszsegéd belopozott a raktarba, és a szélso
szeleteket, valamint az egyik atlon lévé szeleteket is bevonta rozsaszini
cukormazzal. Igy osszesen 404 siitiszelet lett rézsaszinii. Hany szelet siiti van
még a talcan, ami nem rozsaszini?

4. Peti talalt 3 szamkartyat. Ezek mindegyike egy-egy szdmjegyet tartalmazott.
Nem volt két egyforma szamkartya a harom kozott. Peti kirakta a kartyakbol az
osszes lehetséges haromjegyil szamot, és fejben Osszeadta éket. Az igy kapott
0sszeg egy olyan kilonleges szam, amit meg lehet kapni két szomszédos
természetes szam szorzataként is. Milyen szamjegyek voltak a kartyakon?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.
Jo munkat!
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XVIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2019. december 8.

8. évfolyam

1. Egy 10x10-es tablazatot a kitoltink az 1-t6l 100-ig terjed6 természetes
szamokkal a kovetkez6 modon: a bal felsé sarokbol indulva elkezdjiik irni a
szamokat 1-t6l kezdve, egyesével novelve az értékeket, jobb felé haladva, minden
mezobe egy szamot, mig a sor végére nem érunk. Ekkor attériink a mésodik
sorba, és ott folytatjuk a szamok irasat az el6z6 sorhoz hasonlé médon, és igy
tovabb, mig a téblazat jobb als6 sarkdba bekeril a 100-as szdm. A kitoltott
tablazatbol kivalasztunk tizet Ugy, hogy minden sorbdl és minden oszlopbdl
pontosan 1 szadmot valasztunk ki. Mi lehet a kivalasztott szamok 6sszege?

2. Az ABC derékszogii haromszog AB atfogdjadhoz tartoz6 magassdga CM . A
K pont az AC befogdn helyezkedik el, és KBCZ=BACZ. A CM és KB
szakaszok metszéspontja E. Mutasd meg, hogy ekkor teljesil az EK =EB
egyenléség!

3. Létezik-e abcabc alaku négyzetszam? Véalaszodat indokold!

4. Hany olyan pozitiv egész szam létezik, amelyet 26 -tal, illetve 29-el osztva a
hanyados megegyezik a maradékkal? Melyek ezek a szamok?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XVIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2019. december 8.

9. évfolyam

1. 2020 ember all egy sorban egymas mellett. Mindenki kozulik vagy hazug (aki
mindig hazudik), vagy lovag (aki mindig igazat mond). Mindegyik ember ezt
allitotta: ,,A bal oldalamon tébb hazug van, mint amennyi lovag van a jobb
oldalamon.” Hany hazug van ebben a sorban?

2. Melyek azok az n és k pozitiv egész szamok, amelyekre n-k :10-|n—k| ?

3. Az ABCD derékszogii trapézban az AB oldal parhuzamos a DC -vel, a =90°,
P =60°,az M pedig a BC oldal felezépontja. Tudjuk, hogy a DC oldal hossza
egyenl6é a BC oldal felével.

a) Hany fokos szoget zar be az AC ésa DM szakasz?

b) Szamitsd ki a DMC haromszdg és az ABCD trapéz teruleteinek aranyat!

4. A 2019 szam olyan, hogy ha szamjegyeit megkettézve irjuk le, akkor a kapott
22001199 szamban barmely szomszédos harom szamjegyet is olvassuk egybe,
nem kapunk 3-mal oszthatéo szamot. Hany ilyen tulajdonsagi négyjegyii szam
létezik?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XVIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2019. december 8.

10. évfolyam

1. Oldd meg a 2x*y® + y* = 6x* +12 egyenletet az egész szamok halmazan!

2. Melyik az a négyjegyii szam, amely eleget tesz az alabbi feltételeknek:

I) Ha az elso két szamjegyét elhagyjuk, az eredeti szam négyzetgyokét kapjuk.

IT) Ha az els6 két szamjegyét atirjuk az utolso ketté mogé, olyan szamot kapunk,
amely 1881-gyel nagyobb az eredeti szamnal.

3. Egy egyenlészarii haromszog koré irt kor kozéppontjanak az alaptoél mért

tavolsaga gy aranylik a szartol mért tavolsaghoz, mint 1:+/10 .
Hatarozd meg az alap és a szar aranyat!

4. Adott 5 telefonkdzpont. Most a kiindulaskor minden kézpont mindegyikkel
0ssze van kotve és egy lépésben egy-egy kabelt el lehet venni. Az nyer, aki
megszinteti a teljes kapcsolatot (ami nem csak akkor lehet, ha minden élet
elvesznek). Ki fog nyerni, a Kezdd vagy Méasodik?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.
Jé munkat!
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XVII. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2019. december 8.

11. évfolyam

1. Igazold, hogy az egyenlé oldali haromszogben egy tetszéleges belsé pont
tavolsagainak 0sszege az oldalaktdl allando! Ha a haromszog oldala a, akkor
fejezd ki ezt az 6sszeget a flggvényében!

2. Az ABC haromszog A csucsabdl indulé szdgfelezéje a haromszog koré irhato
koret E pontban metszi. A kor E pontbeli érintéje az AC egyenest D pontban
metszi, az AB egyenest pedig F pontban. Bizonyitsd be, hogy ekkor teljestl a
BE -(AD + AF) = AE-FD egyenléség!

3. Oldd meg az egyenletet a valés szamok halmazén:
21+20036x +16sin23x :9

4. A 2019 szam olyan, hogy ha szamjegyeit megkettozve irjuk le, akkor a kapott
22001199 szamban barmely szomszédos harom szamjegyet is olvassuk egybe,

nem kapunk 3-mal oszthaté szamot. Hany ilyen tulajdonsagi négyjegyii szam
létezik?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XVII. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2019. december 8.

12. évfolyam

1. Hanyféleképpen allithatjuk elé6 a 10-es szdmot az 1, 2, 3 és 4 szdmok
0sszegeként, ha szamit az Osszeadandok sorrendje? (Példaul a 3-as szdmot
négyféleképp allithatjuk el6: 3=1+1+1=1+2=2+1=3.)

2. Hatdrozd meg az 0sszes olyan f:R—>R flggvényt, amely Kkielégiti a

kovetkez6 fiiggvényegyenletet:
f(x+2y)—f(x—y)=3y(2x+Y).

3. A konvex ABCD négyszog atléi a P pontban metszik egymast és négy
haromszdgre bontjadk a négyszoget. Bizonyitsd be, hogy ezen haromszdgeknek a
sulypontjai egy paralelogrammat hataroznak meg!

4. 0Oldd meg a 2-3* =5 +1 egyenletet a természetes szamok halmazaban!

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.
Jo munkat!
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A XVII. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

5. évfolyam

1. A Pisti szulinapi bulijan megrendezett tombolasorsolason egy-egy fekete, kék,
z0ld és piros tollat sorsoltak ki. A tollakat Anna, Panna, Andi és Balazs nyerte
meg.
A kovetkezoket tudjuk:

Anna tolla nem kék.

Panna tollanak szine vagy zold vagy kék.

Andi tolla se nem piros, se nem zold.

Balazs egy fekete tollat nyert.

Milyen szinii tollat nyert Andi és Panna?

Megoldas. A tablazatba — jeleket irunk oda, ahol tudjuk, hogy annak a gyereknek
nem olyan szinii toll jutott, ill. ahol igen a valasz oda + jel kerl.

(1) Anna tolla nem kek.

(2) Panna tollanak szine vagy z6ld vagy kék.

(3) Andi tolla se nem piros, se nem zold.

(4) Balazs egy fekete tollat nyert.

fekete kék z6ld piros
Anna - (1)
Panna - (2) - (2)
Andi - (3) - (3)
Balazs + (4)

Ha ezutan folytatjuk a Kitoltést és figyeliink arra, hogy egy-egy sorban, egy-egy
oszlopban pontosan egy + jel keriljon, a tobbi pedig — legyen, akkor hamarosan
kijon, hogy Andi tolla kék szinii, Pannéé pedig zold.

fekete kék z6ld piros
Anna — — — +
Panna — - + -
Andi — + - -
Balazs + — — —

2. Szamold meg, hogy hany haromszdg talalhaté a mellékelt rajzon!

Megoldés. A téglalapot a szimmetriatengelyek 4 részre
osztjak, mindegyikben 8 haromszog van. Az atlok a
téglalapot 4 derékszogli haromszogre bontjak. Ezenkiviil
8 egyenldszari haromszog taldlhatdo, amelyek alapja
parhuzamos a nagy téglalap valamelyik oldalaval. igy 44
haromszog talalhato a rajzon.
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3. Egy természetes szamot nevezziink ,eérdekesnek”, ha teljesiilnek ra a
kovetkezo feltételek:

- szamjegyei kiilonbozok,

- szamjegyei balrol jobbra olvasva csokken6 sorrendben allnak,

- szamjegyei 0sszege oszthato 10-zel.

Hany haromjegyii ,,érdekes” szam van?

Megoldés. Ezen érdekes szdmok szamjegyeinek dsszege tehéat lehet 10 vagy 20.

Ha a szdmjegyek 6sszege 10 az ,.érdekes” szamok 0-ra, 1-re és 2 -re végzOdhetnek.
3-ra mar nem, mert akkor a tizesek helyén legalabb 4, a szazasok helyén legalabb 5
van és ez mar tobb 10-nél.

Ha 0 -ra végzddik, akkor a kdvetkezd szdmok lesznek jok: 910, 820, 730, 640.

Ha 1-re végzodik, akkor 721, 631, 541 lesznek jok.

Ha 2 -re végzddik, akkor csak az 532 felel meg.

Ha a szdmjegyek 0sszege 20 az ,.érdekes” szdmok csak 8-cal és 9-cel kezd6dhetnek:
875, 983, 974 és 965.

Tehat 12 ilyen szdm van.

4. Kétféle téglalapunk van. Az egyik teriillete 24 cm?, a masiké pedig 60 cm®.
Hanyféleképpen lehet ezekbdl Gsszeilleszteni olyan téglalapot, amelynek teriilete

84 cm’ lesz? Mekkorak lesznek az osszeillesztéssel kapott téglalapok oldalai? (A
téglalapok oldalainak mérdszamai természetes szamok, a mértékegység pedig
cm.)

Megoldas. A 24 cm?® terlletii téglalap tertletét jelolje T,, mig a 60 cm’ teriiletii
téglalap tertletét T, .
T,=24(cm?)=1.24=2.12=3-8=4-6
T,=60(cm’)=1-60=2-30=3-20=4-15=5-12=6-10
T,+T, =84(cm’)

84=1.24+1.60=1-(24+60)=1-84
84:2-12+2-30:2-(12+30):2-42
84:3‘8+3-20:3‘(8+20):3~28
84=4-6+4-15=4-(6+15)=4-21
84:6-4+6-10=6-(4+10)=6-l4
84:12-2+12'5:12-(2+5):12-7

Tehat hatféleképpen lehet osszeillesztéssel eldallitani a 84 cm? teriiletii téglalapot. Az
igy eldallitott téglalapok oldalainak hosszusagai:

a(cm) 1 2 3 4 6 12
b (cm) 84 42 28 21 14 7
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6. évfolyam

1. A 3-3-3-...-3-3 szorzatban 2019 darab 3-ast szorzunk meg 6nmagaval. Mi az
igy kapott szorzat utols6 szamjegye?

Megoldas. A 3 hatvanyai: 3, 9, 27, 81, 243, 729, 2187, 6561, és igy tovabb. Az
utolsé szdmjegyek négyes ciklusban ismétlédnek. A 2019 néggyel valo osztasakor a
maradék héarom, tehat a keresett szorzat és a ciklus harmadik tagjanak utolso
szamjegyei megegyeznek, azaz a szorzat utolsé szdmjegye a 7.

2. Bizonyitsd be, hogy az (a—b)ab=2019 egyenletnek nincs megoldasa az egész
szdmok halmazaban.

Megoldés. Ha a és b is paratlan, akkor kiilonbségik péaros, s ekkor az egyenlet bal
oldalan levé szorzat paros. Ha a és b is paros, akkor kilonbséguk paros, és ekkor az
egyenlet bal oldalan lev6 szorzat paros. Ha a és b kozil az egyik paros, a masik
paratlan, akkor kiilonbségiik paratlan, és ekkor az egyenlet bal oldalan levé szorzat
paros. Tehat az egyenlet bal oldala minden esetben paros, ezért nem lehet egyenld
2019 -cel.

3. Kétféle téglalapunk van. Az egyik teriilete 24 cm?, a masiké pedig 60 cm’.
Hanyféleképpen lehet ezekbdl Gsszeilleszteni olyan téglalapot, amelynek teriilete

84 cm® lesz? Mekkorak lesznek az dsszeillesztéssel kapott téglalapok oldalai? (A
téglalapok oldalainak mérészamai természetes szamok, a mértékegység pedig
cm.)

Megoldas. A 24 cm® teriiletii téglalap teriiletét jeldlje T,, mig a 60 cm® teriiletii
téglalap tertletét T, .
T,=24(cm’)=1-24=2-12=3-8=4-6
T,=60(cm?)=1.60=2-30=3-20=4-15=5-12=6-10
T,+T, =84(cm?)

84=1.24+1-60=1-(24+60)=1-84
84=2-12+2-30=2-(12+30)=2-42
84=3-8+3.20=3-(8+20)=3-28
84=4-6+4-15=4-(6+15)=4-21
84=6-4+6-10=6-(4+10)=6-14
84=12.2+12.5=12-(2+5)=12-7

Tehat hat féleképpen lehet dsszeillesztéssel eldallitani a 84 cm? teriiletii téglalapot.
Az igy eldallitott téglalapok oldalainak hosszusagai:

a (cm) 1 2 3 4 6 12
b (cm) | 84 42 28 21 14 7
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4. Adottak az E, F, G és H pontok, rendre, az ABCD négyzet AB, BC, CD
és DA oldalain ugy, hogy AE=AH =CF =DG. Bizonyitsd be, hogy ekkor
teljesiil az EHF £ =CFGZ egyenléség!

Megoldas. Mivel az AEH haromszog derékszogii és egyenld szarh, ezért
AHE ~Z =45°. Jeldljik a CFG/-et o -val. CFG haromszog és GDH haromszdg
egybevago az OSZO teétel alapjan, mivel CF =DG, CG=DH ¢és derékszogliek. Ez
alapjan CGF~£=90°-a e GF=GH. A HGFZ kifejezhetd, mint

180°—(ar+90°—«), tehat derékszég. Az FGH haromszdg derékszogli és egyenld

szar(, ezért GHF £ =45°. Az FHEZ kifejezhetd, mint 180°—(90°— & +45° + 45°),
tehat EHF £/ =« , azaz EHF £ =CFG/.
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7. évfolyam

1. Négy lany a kovetkezoket allitja:
Anna: Bea hazudik.

Bea: Cili hazudik.

Cili: D6ri hazudik.

Dori: A tébbiek mindannyian hazudnak.
Ki mond igazat és ki hazudik?

Megoldas. Ha Anna hazudik, akkor Bea igazat mond, azaz Cili hazudik, ezért Dori
igazat mond. Ez ellentmondas, ezért Anna nem hazudhat.

Mivel Anna igazat mond, Bea hazudik, azaz Cili igazat mond, Dori pedig hazudik. Ha
Dori hazudik, akkor van olyan lany aki igazat mond. Ebben az esetben Anna és Cili
mond igazat.

2. Az abran vastagon huzott 6
szakasz egyenlé hosszisagu.

a) Hany fokos a f sz0g, ha
a=5°7

b) Hany fokos a f szog, ha
a=20°7?

c) Bizonyara észrevetted, hogy a fenti esetek egyikében a feladat nem
megoldhat6. Szerinted legfeljebb mekkora lehet az « szdg, hogy a szerkesztés
(vagy szamitds) mind a 6 lépése elvégezheté legyen? Valaszodat részletesen
indokold meg!

o

Megoldas.

a) Az abran valdjaban 3 db ,.alapjan fekv6” és 2 db ,,fejtetén allo” egyenlGszara
haromszdget latunk. Az alapjan fekvé haromszogek alapon fekvd szogei rendre: 5°,
15°, 25°. Tehét a keresett sz6g 25° méretii.

b) Az elsé két alapjukon fekvé haromszog alapon fekvd szogei: 20° és 60°. A
harmadik haromszog alapon fekvd szége mar 100° Kkellene hogy legyen, ami
lehetetlen.

c) Altalanos esetben a szogek méretét az abran abrazoltuk:

3a 180°-8a 5a

a 180°-4a

Az ébra alapjan lathato, hogy £ =5« . Mivel f egy egyenldszara haromszog alapon
fekvé szoge, nem lehet sem tompaszdg, sem derékszog, tehat £ <90°. Ezért
5a <90°, ami azt jelenti, hogy « <18°.
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3. Egy négyzet alaka stuteményt egymassal egybevagd négyzet alaku szeletekre
szeltek fel. Kelekdtya, a cukraszsegéd belopézott a raktirba, és a szélsé
szeleteket, valamint az egyik atlon lévo szeleteket is bevonta rézsaszini
cukormazzal. Igy osszesen 404 siitiszelet lett rézsaszinii. Hany szelet siiti van
meg a talcan, ami nem rozsaszinii?

Megoldés. Tegyik fel, hogy a tablat n sorra és n oszlopra osztottak fel. A tabla
sz¢lein 1évo rozsaszind siitik szdma 4n lenne, de igy a sarkokon 1év6 siitiket duplan
szamitottuk, ezért a szegélyen 4n—4 rozsaszin( siiti talalhat6. Az atlon n—2 siti
helyezkedik el (mivel a szegélyt alkotd siitiket mar nem szémitjuk).

fgy a rozsaszini siitik széma (4n—4)+(n—-2), azaz 5n-6.
Mivel tudjuk, hogy 404 rozsaszinii siiti van, meg kell oldanunk az 5n—6 =404

egyenletet. Az eredmény n=82. Az egész talca siitemény 82° =6724 siitibsl all,
ebbol 6320 nem rozsaszindi.

4. Peti talalt 3 szamkartyat. Ezek mindegyike egy-egy szdmjegyet tartalmazott.
Nem volt két egyforma szamkartya a harom kozott. Peti kirakta a kartyakbol az
osszes lehetséges haromjegyi szamot, és fejben Osszeadta 6ket. Az igy kapott
0sszeg egy olyan kilonleges szam, amit meg lehet kapni két szomszédos
természetes szam szorzataként is. Milyen szamjegyek voltak a kartyakon?

Megoldés. Jeldlje a harom szamjegyet a, b és c. Ezekbol Gsszesen 6 kiilonb6zo
haromjegyti szamot lehet alkotni: 100a+10b+c, 100a+10c+b, 100b+10a+c,
100b+10c+a, 100c+10b+a és 100c+10a+b. Ha Osszeadjuk a hat szdmot, az

eredmény 222a+222b+222c=222(a+b+c). Mivel 222=2-3.37, ez az 6sszeg
2-3-37-(a+b+c) formaban is felirhaté. Mivel a 37 szomszédai koziil csak a 36

oszthat6 2-vel és 3-mal is, arra toreksziink, hogy 2-3-(a+b+c)=36 legyen. Tehat

a+b+c=6. Mivel a, b és ¢ egymastol kiilonboz6 szamok, igy csak az 1, 2 és 3
szamjegyek felelnek meg ennek a feltételnek.
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8. évfolyam

1. Egy 10x10-es tablazatot a kitoltink az 1-t6l 100-ig terjed6 természetes
szamokkal a kovetkezo6 modon: a bal felsé sarokbol indulva elkezdjiik irni a
szamokat 1-t6l kezdve, egyesével novelve az értekeket, jobb felé haladva, minden
mezobe egy szamot, mig a sor végére nem ériink. Ekkor attériink a masodik
sorba, és ott folytatjuk a szamok irasat az el6z6 sorhoz hasonlé modon, és igy
tovabb, mig a téablazat jobb also sarkdba bekeril a 100-as szam. A kitoltott
tablazatbol kivalasztunk tizet Ugy, hogy minden sorbdl és minden oszlopbdl
pontosan 1 szdmot vélasztunk ki. Mi lehet a kivalasztott szamok 0sszege?

Megoldas. A tablazat helyesen kitbltve a szoveg alapjan:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
11 | 12 | 13 | 14 | 15| 16 | 17 | 18 | 19 | 20
21 | 22 | 23 | 24 | 25| 26 | 27 | 28 | 29 | 30
31 | 32 |33 |34 |35 |36 |37 ]3| 39|40
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60
61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70
71|72 | 73|74 |75 |76 | 77| 78 | 79 | 80
81 |82 |83 |84 |85 |86 |87 |8 |8 |9
91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100

Igy is megmutathatjuk:

0+1 0+2 0+3 0+4 0+5 0+6 0+7 0+8 0+9 0+10
10+1 10+2 10+3 10+4 10+5 10+6 10+7 10+8 10+9 10+10
20+1 20+2 20+3 20+4 20+5 20+6 20+7 20+8 20+9 20+10
30+1 30+2 30+3 30+4 3045 30+6 30+7 30+8 3049 30+10
40+1 40+2 40+3 40+4 4045 40+6 40+7 40+8 40+9 40+10
50+1 50+2 50+3 50+4 50+5 50+6 50+7 50+8 50+9 50+10
60+1 60+2 60+3 60+4 60+5 60+6 60+7 60+8 60+9 60+10
70+1 70+2 70+3 70+4 70+5 70+6 70+7 70+8 70+9 70+10
80+1 80+2 80+3 80+4 80+5 80+6 80+7 80+8 80+9 80+10
90+1 90+2 90+3 90+4 90+5 90+6 90+7 90+8 90+9 90+10

Koénnyen belathatd, hogy ha minden sorbdl valasztunk pontosan egy elemet, akkor
biztosan lesz az 6sszeadandok kozott O+, 10+, 20+, ... s 90+ kezdetli is. Mivel

minden oszlopbdl is valasztunk pontosan 1 elemet, biztosan lesz pontosan egy
+1, +2, +3, ... ,+9 és +10 befejezdésii az 6sszeadandok kozott. Tehat csak ki kell

szdmolnunk a kdvetkezd Gsszeget:

(0+10+20+....+90) + (1+2+3+ ... +9+10)=505.
Barhogyan valogatunk is a tablazat elemei kézott, az 6sszeg mindig 505 lesz.

2. Az ABC derékszogii haromszog AB atfogdjahoz tartoz6 magassaga CM . A
K pont az AC befogon helyezkedik el, es KBCL=BACZ. A CM és KB
szakaszok metszéspontja E. Mutasd meg, hogy ekkor teljesil az EK =EB
egyenloség!
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Megoldds. MCBZ=BAC.Z, mivel mindkett6 ABC.Z/ poOtszoge, ezért a CEB
haromszog egyenlé szara. MCK £ pétszoge a BAC £ -nek, valamint CKBZ potszdge
a BACZ/ szoggel egyenld, ezért KCEZ=CKE/, azaz CKE haromszog is egyenld
szart. Ebb6l kovetkezik, hogy CE =EK és KE=EB.

B
[

M

¥

x

C K A
3. Létezik-e abcabc alaku négyzetszam? Valaszodat indokold!

Megoldas. Végezziik el a kovetkezo atalakitast:
abcabc =1001(100a +10b+c)=7-11-13(100a+10b+c).

Mivel 7, 11 és 13 primszamok, ezért a 100a+10b+c kifejezés oszthatd kell, hogy
legyen 1001-el, ami lehetetlen, hiszen leheté legnagyobb értéke 999. Nem létezik

abcabc alaku négyzetszam.

4. Hany olyan pozitiv egész szam létezik, amelyet 26 -tal, illetve 29 -cel osztva a
hanyados megegyezik a maradékkal? Melyek ezek a szamok?

Megoldas. Jeldlje x a keresett szamot. Ekkor a kdvetkez6 Osszefliggések irhatok fel:
X=26a+a, a<25 es Xx=29+b, b<28,

ahol a és b természetes szam.

Ebb6l a két egyenletbol kovetkezik, hogy 27a=30b, azaz 9a=10b, amely

egyenletnek a kdvetkez6 szamparok lehetnek megoldasai: a=10 és b=9, és a=20

és b=18. A keresett szamok tehat a 270 es az 540.
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9. évfolyam

1. 2020 ember all egy sorban egymas mellett. Mindenki kozuluk vagy hazug (aki
mindig hazudik), vagy lovag, (aki mindig igazat mond). Mindegyik ember ezt
allitotta: ,,A bal oldalamon t6bb hazug van, mint amennyi lovag van a jobb
oldalamon.” Hany hazug van ebben a sorban?

Megoldés. Nem lehet mindenki hazug, mert akkor a jobb sz¢lsé ember baljan 2019
hazug lenne, jobbjan pedig 0 lovag, és igy igazat mondana, mik6zben 6 hazug. Nem
lehet mindenki lovag sem, mert akkor mindegyik hazudna. Belathatjuk azt is, hogy
egy lovag jobbjan nem allhat hazug. Ugyanis mindkettejiuk baljan ugyanannyi hazug
all, és jobbjukon pedig ugyanannyi lovag, igy ha ugyanazt a kijelentést teszik,
ugyanaz kellene hogy legyen a logikai értéke is, ami lehetetlen, mert 6k kiilonb6z6
,kasztba” tartoznak. Ezek alapjan egy lovag jobbjan csak lovagok lehetnek, egy hazug
baljan pedig csak hazugok, igy a két tarsasag teljesen elkilonil egymastol.
Szamozzuk meg a helyeket balrol. A hazugok legfeljebb az 1010. helyen allhatnak,
mert ekkor minden hazugnak legfeljebb 1009 hazug lesz balra és legalabb 1010
lovag jobbra, vagyis hazudni fog. Ha az 1011. helyen allna egy hazug, mér igazat
mondana. Hasonl6an a lovagok legalabb az 1011. helyen kell, hogy &lljanak ahhoz,
hogy igaz legyen a Kijelentésiuk. Vagyis fele-fele aranyban vannak lovagok és
hazugok, azaz 1010 hazug van a sorban.

2. Melyek azok az n és k pozitiv egész szamok, amelyekre n-k :10-|n— k| ?

Megoldas. Az egyenlet szimmetridja miatt ha (n, k) megoldésa az egyenletnek, akkor
(k,n) is. Igy feltehetjik, hogy n>k. Ekkor az egyenlet n-k =10-(n—k) alakban

irhatd, ahonnan n= 10k
10-k

pozitiv, azazk >0 és k <10. A lehetséges értékeket vegigprobalgatva azt kapjuk,
hogy na k €{5,6,8,9} szdmokra ad egészet, mégpedig rendre n=10, n=15, n=40
és n=90 szadmokat kapjuk. A szimmetria figyelembe vételével dsszesen 8 megoldas
van, ezek pedig: (5,10), (6,15), (8,40), (9,90), (90,9), (40,8), (15,6), (10,5).

adodik. Mivel n és k pozitiv egész, ezért a nevezd is

3. Az ABCD derékszogii trapézban az AB oldal parhuzamos a DC -vel, a =90°,
F=60°,az M pedig a BC oldal felezépontja. Tudjuk, hogy a DC oldal hossza
egyenlo a BC oldal felével.

a) Hany fokos szoget zar be az AC ésa DM szakasz?

b) Szamitsd ki a DMC haromsz6g és az ABCD trapéz teruleteinek aranyat!

Megoldés. a) Az ABC és a BCD szogek kiegészité szogek, igy a DCM szdg 120° -
0s. A feltételek szerint a DCM haromszog egyenldszara, ezért alapon fekvo szogei,
az MDC sz6g és a CMD sz0g egyforman 30°-osak. Bocsassunk merdlegest a C
csucshol az AB oldalra, és a keletkezé metszéspontot az AB oldalon nevezzik E
pontnak. Az EBC haromszog derékszogii és az EBC sz0g 60°-0s, igy a masik
hegyesszdge, az ECB szdg 30°-0s. Ezen haromszdgeknek ismert az a tulajdonsaga,
hogy BC =2EB. Tovabba, az AB és a CD a feltételek szerint parhuzamosak, az
AD és EC ugyanarra az AB oldalra mer6legesek, azaz egymassal parhuzamosak,
igy az AECD négyszog téglalap, szemkozti oldalai ezért egyenldk. Igy
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EB=BC:2=CM =CD = AE. Ebbdl kdvetkezik, hogy AB=BC, és mivel a két
oldal 60°-0s szdget zar be, igy ABC haromszdg szabalyos, tehat a BCA szoge 60°-
0s. Az AC felezi az MCD 120°-0s szoget, igy merdleges az MCD egyenl6 SzarU
haromszog alapjara, tehat MD és AC 90°-os szboget zarnak be egymassal.

D C o
EH"
N
f E B
b) Az abra alapjan:
DC-m DC-m
Tome 2 3 2 ~ DC-m DC-m _1
T AB+CD .o~ (2AE+AE)-CE 3AE-2m 6DC-m 6
2 2

4. A 2019 szam olyan, hogy ha szamjegyeit megkettozve irjuk le, akkor a kapott
22001199 szamban barmely szomszédos harom szamjegyet is olvassuk egybe,
nem kapunk 3-mal oszthaté szamot. Hany ilyen tulajdonsagi négyjegyii szam
létezik?

Megoldas. Elegend6 a 3-as szam osztdsi maradekainak osztalyait figyelni, ezeket
jeldljik 0, 1, 2 modon, azaz 0 ={0,3,6,9}, 1= {147}, 2 = {2,58}. Ha a négyjegyti
szamban két azonos maradékosztalybeli szam van egymas mellett, azokbol a kett6zés
utan négy azonos szamjegy lesz egymas mellett, amelyekbdl harmat dsszeolvasva 3 -
mal oszthat6 szdmot kapunk. Probalgatassal (példaul az dsszes eset kiprobalasa utan)
megallapithatjuk, hogy ha kiillonb6z6 maradékosztalyba esé szdmokat irunk egymas

mellé, akkor az a négyjegyli szam megfelel a feltételeknek. Ezeket kell
Osszeszamolnunk. A kovetkezd lehetdségek vannak:

1)010 1; 2)010 2; 3)0120; 4)0121;
5)0 2 0 1; 6)0 2 0 2; 7)0 210; 8)0 21 2;
9)1010; 10)10 1 2; 11)10 2 0; 12)10 2 1;
13)12 0 1; 14)12 0 2; 15)1210; 16)1212;
17)2 01 0; 18)2 01 2; 19)2 0 2 0; 20)2 0 2 1;
21) 210 1; 22)210 2; 23)2120; 24)2121.

Az 1 és a 2 maradekosztaly haromelem, igy ott harmas szorzdval kell szamolni. A
0 maradékosztaly az els6 helyen 3, a tobbi helyen 4 lehet6séget kinal. Ezek szerint a
lehetéségek szama a megszamozott esetekben igy alakul:
Amikor a masodik, harmadik és negyedik helyen nem tartalmaz 0 -t:
3-3-3-3=81 lehet6ség a kdvetkezo esetekben: 4, 8, 16, 24;
Amikor két 0 -t tartalmaz, egyiket sem az els6 helyen:
4.4.3-3=144 lehetéség a kovetkezo6 esetekben: 9, 11, 17, 19;
A tobbi esetben:
4-3-3-3=108 lehetdség a kovetkezd esetekben:
1,2,3,5,6,7,10,12, 13, 14, 15, 18, 20, 21, 22, 23;
Azaz az 0sszes esetek szama: 4-81+16-108+4-144 = 2628.
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10. évfolyam

1. Oldd meg a 2x*y* +y? =6x* +12 egyenletet az egész szamok halmazan!

I. megoldas. Rendezziik a fenti egyenletet oly mddon, hogy bal oldalon maradjon az
y -0s kifejezés, jobb oldalon pedig az x -es kifejezés. Ekkor felirhatjuk, hogy

,  6X°+12
2x2 41
A jobb oldali kifejezést atalakitva adddik
3(2x2 +1) +9 9
S W A illetve 2=3+ .
g 2x* +1 y 2x% +1

A 9 pozitiv osztéi az 1, 3 ésa 9. Felirhatjuk a kdvetkez6 tablazatot.
2x2 +1 1 3 9
0 +1 +2
nem egész nem egesz +2

Megéllapithatjuk, hogy négy megoldés van, ezek: (2,2), (2,-2), (-2,2) és
(-2,-2).

Il. megoldas. Rendezziik a fenti egyenletet oly modon, hogy bal oldalon maradjon az
x -es kifejezés, jobb oldalon pedig az y -os kifejezés. Ekkor felirhatjuk, hogy

,  yi-12
2(3-y)
A bal oldal nemnegativ, ezért a jobb oldal is nemnegativ kell legyen. Mivel y* =3,
igy 3<y®<12, ahonnan y’=4 vagy y?=9. Csak az elsd esetben lesz az X is
egész, s ekkor megoldasként négy szampér adédik ezek pedig: (2,2), (2,-2),
(-2,2) és (-2,-2).

2. Melyik az a négyjegyii szam, amely eleget tesz az alabbi feltételeknek:

I) Ha az els6 két szamjegyeét elhagyjuk, az eredeti szam négyzetgyokeét kapjuk.

IT) Ha az els6 két szamjegyét atirjuk az utolsé ketté mogé, olyan szamot kapunk,
amely 1881-gyel nagyobb az eredeti szamnal.

Megoldas. Jelolje az els6 két szamjegybdl allo szamot a, a masodik két szamjegybol
allé szamot b, igy az

1) 100a+b =b?

I 100b+a—-100a—b=1881, azaz b—a=19.

Ezt az elsé egyenletbe helyettesitve adodik az a* —63a+342=0 egyenlet, amelynek
megoldasai a=6, illetve a=57. A megoldasok koziul csak a=57 felel meg a
feltételeknek, igy b =76, tehat a keresett szam 5776.
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3. Egy egyenlészarii haromszog koré irt kor kozéppontjanak az alaptol mért

tavolsaga ugy aranylik a szartdl mért tavolsaghoz, mint 1:+/10 .
Hatarozd meg az alap és a szar aranyat!

Megoldas. Az abran lathaté derékszogli haromszogekre alkalmazzuk a Pitagorasz

tételt.
a) eset (1)  b*+10x* =r?, c

(3) a2+(r+x)2:4b2.

A kovetkezo ekvivalens atalakitast végezzik
el: 4(1)-(2) és ezéltal kapjuk, hogy

4b* —a® =3r* —39x°,

(r+x)* =3r2-39%?, A b - P
ebbél kovetkezik: 2r® —2rx—40x? =0,
amelyet elosztunk x’-tel és ebbdl adodik,
hogy
2
[ij I _20-0.
X X

(2 a*+xt=r?,
ezutan a (3) alapjan x
) r . r .
A megoldasok —=—4, illetve —=5, amelybdl az els6t nem fogadhatjuk el
X X

megoldasnak.

A masodik alapjan r =5x, amelybdl a=2+/6x, b=+/15x, ahonnan a keresett arany:
a:b= (2\/1_0 ) 5.

b) eset

Mivel most OE = x+/10, igy

C
(1)  b*+10x* =r?,
(2 a*+x’=r?,
@)  a’+(r-x)" =4b?, ol )

A kovetkezd ekvivalens atalakitast végezziik
el: 4(1)-(2) és ezéltal kapjuk, hogy

4b® —a® =3r? —39x%, ezutan a (3) alapjan
kovetkezik, hogy (r— x)2 =3r®-39x*, majd

(@]

ebb6l hogy 2r? +2rx—40x* =0, amelyet
elosztva x?-tel adodik, hogy
2
(ﬁj I 20-0.
X) X

. r . r g o .
A megoldasok — =4, illetve —=-5, ahol a masodik negativ és nem megoldas.
X

X
Az elsé alapjan r = 4x, amelybdl a=+/15x, b =~/6x, ahonnan a keresett arany:
a:b= (\/1_0 ) 2.
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4. Adott 5 telefonkdzpont. Most a kiindulaskor minden kdzpont mindegyikkel
0ssze van kotve és egy lepésben egy-egy kabelt el lehet venni. Az nyer, aki
megszinteti a teljes kapcsolatot (ami nem csak akkor lehet, ha minden élet
elvesznek!). Ki fog nyerni, a Kezddé vagy Masodik?

Megoldas. A Masodik tud nyerni.

A Kezdé kivalaszt két tetszdleges allomast. Legyen ez az A és B, majd eltavolitja az
0sszekotd vonalat. A Masodik Kivalaszt két tetszdleges allomast, példaul, C -t és E -t
¢és az 6sszekotd vonalat eltavolitja.

A B

A Kezddnek 1ényegében kétféle lehetdsége van:

1. Eltavolitja a D-bél indul6 egyik élt pl DE -t. Ekkor
Masodik is D-bdl induld élt vesz el, olyan csUcsha
mutatot, amelybdl E -bdl nem megy ¢l, tehat a DC -t.
Ezutan Kezds barmelyik élt tavolitja el, lesz olyan csucs
ahova mar csak egy él fut be, ezt a Masodik veszi el és
nyer.

2. Ha a Kezdé nem D-bol induld élt vesz el, hanem
ABCE negyszog valamelyik élét, példaul EB -t, akkor a
Masodik a mésik két cslcsot osszekoté AC élt veszi el.
Most ismét az lesz a helyzet, hogy a Kezdd akarmelyik
élt tavolitja el, lesz olyan csucs, amelyikbe csak egy él
fut be, ezt a Masodik veszi el és nyer.
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11. évfolyam

1. Igazold, hogy az egyenlé oldali haromszogben egy tetszoleges belsé6 pont
tavolsagainak 0sszege az oldalaktol allandd. Ha a haromszog oldala a, akkor

fejezd ki ezt az 6sszeget a fuggvényében.

Megoldéas. Legyen M pont az ABC
egyenld oldalu haromszog belsd
tartomanyaban 1évé pont, és legyenek
X, Y,z rendre az M pont tavolsdga a

BC, CA, AB oldalaktdl.

Legyen h az ABC egyenld oldala
haromsz0g magassaga, és legyenek T,
Tavcs Tavc: Tagw rendre az ABC, BCM,
AMC , ABM héaromszogek tertletei. Ekkor
Tasc = Teom +Toam + Taem » p : "
vagyis A B
ah a-x ay a-z
—= + +

2 2 2 2

:%-(x+y+z),ezért x+y+z=h=a—.

2. Az ABC haromszog A csucsabdl indulé szogfelezéje a haromszog koré irhato
korét E pontban metszi. A kor E pontbeli érintéje az AC egyenest D pontban
metszi, az AB egyenest pedig F pontban. Bizonyitsd be, hogy ekkor teljesul a

BE-(AD + AF ) = AE - FD egyenléség!

Megoldas. Az AED./ érint
szaru sz0g és az ABEZ kertleti
sz6g azonos ivekhez tartoznak,
ezert egybevagoak,

AED. = ABE Z = ﬂ+% , tehat

AED és ABE haromszogek
hasonldak, mert két belsé szogiik
egybevago. Ezért  megteleld

oldalaik aranya egyenld
ED AD AD-BE
—=—— ,azaz ED =
BE AE AE
FE AF AF-ED

A szogfelez6 tételb6l — =——, ahonnan FE = . Mivel FD=FE+ED,
ED AD

AF-ED+AD-BE
AD AE

ezért az el6bbiek alapjan FD = Osszuk el ezt BE-vel:

FD _ AF-ED AD

BE AD-BE AE

FD AF +AD
~ AE

FD_AF-AD+AD
E AD-AE AE’

,tehat BE-(AD + AF )= AE-FD,

. A hdromszogek hasonldsagabol

Egyszer(sités utan
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3. Oldd meg az egyenletet a valds szamok halmazan: 252958 165" =9

Megoldas. Mivel sin?3x= % , az adott egyenlet ekvivalens
COSbX 4
2 ’ 22 ° + 220056)( = 9

t = 2°°°% helyettesitéssel kapjuk, hogy
2t* -9t +4=0,

amely egyenlet megoldasai t, =4, t, = % . Visszahelyettesitve kapjuk, hogy az eredeti

nz

—, keZ, neZ.
3

n

egyenlet megoldasai : X, :k?ﬂ , X :J_r%+

4. A 2019 szam olyan, hogy ha szamjegyeit megkettozve irjuk le, akkor a kapott
22001199 szamban barmely szomszédos harom szamjegyet is olvassuk egybe,
nem kapunk 3-mal oszthaté szamot. Hany ilyen tulajdonsagi négyjegyii szam
létezik?

Megoldas. Elegendé a 3-as szam osztasi maradékainak osztalyait figyelni, ezeket
jeldljik 0, 1, 2 modon, azaz 0 ={0,3,6,9}, 1= {147}, 2 = {2,58}. Ha a négyjegyti
szdmban két azonos maradékosztalybeli szam van egymas mellett, azokbdl a kett6zés
utan négy azonos szamjegy lesz egymas mellett, amelyekbdl harmat 6sszeolvasva 3 -
mal oszthaté szdmot kapunk. Probalgatassal (példaul az dsszes eset kiprobalasa utan)
megallapithatjuk, hogy ha kiilonb6z6 maradékosztalyba esé szamokat irunk egymas
mellé¢, akkor az a négyjegyli szdm megfelel a feltételeknek. Ezeket kell
Osszeszamolnunk. A kovetkez6 lehetéségek vannak:

1)010 1; 2)010 2; 3)0120; 4)0121;
5)0 2 0 1; 6)0 20 2; 7)0 210; 8)0 21 2;
9)1010; 10)10 1 2; 11)10 2 0; 12)10 2 1;
13)12 0 1; 14)12 0 2; 15)1210; 16)1212;
17)2 01 0; 18)2 01 2; 19)2 0 2 0; 20)2 0 2 1;
21) 210 1; 22)210 2; 23)2120; 24)2121.

Az 1 és a 2 maradékosztaly haromelem, igy ott harmas szorzéval kell szamolni. A

0 maradékosztaly az els6 helyen 3, a tObbi helyen 4 lehetdséget kinal. Ezek szerint a
lehetdségek szama a megszamozott esetekben igy alakul:
Amikor a méasodik, harmadik és negyedik helyen nem tartalmaz 0 -t:
3-3-3-3 =81 lehetdség a kovetkezo esetekben: 4, 8, 16, 24;
Amikor két 0 -t tartalmaz, egyiket sem az els6 helyen:
4.4.3-3=144 lehetéség a kovetkezo esetekben: 9, 11, 17, 19;
A tobbi esetben:
4-3-3-3=108 lehetdség a kovetkezd esetekben:
1,2,3,5,6,7,10,12, 13, 14, 15, 18, 20, 21, 22, 23,
Azaz az 0sszes esetek szama: 4-81+16-108+4-144 = 2628.
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12. évfolyam

1. Hanyféleképpen allithatjuk elé6 a 10-es szdmot az 1, 2, 3 és 4 szdmok
0sszegeként, ha szamit az Osszeadandok sorrendje? (Példaul a 3-as szdmot
négyféleképp allithatjuk el6: 3=1+1+1=1+2=2+1=3.)

Megoldas. Jeldljuk f,-nel azt, hogy az n szdmot hanyféleképp irhatjuk fel az 1, 2,
3 és 4 szamok osszegeként. Ebben az Osszegben az elsé 6sszeadando négyféle lehet:
1, 2, 3, 4. Ha az els6 &sszeadandod i, i€ {1,2,3, 4}, a maradék n—i Gsszeget f -
féleképp allithatjuk el6. Tehat f =f ,+f ,+f .+ f ,. Konnyen belathato, hogy
f, =1, f,=2, f,=4 valamint f,=8
(4=1+1+1+1=1+1+2=1+2+1=2+1+1=2+2=1+3=3+1=4). Innen pedig
egyszerli szamolassal adédik, hogy f.=1+2+4+8=15, f,=2+4+8+15=29,

f,=4+8+15+29=56, f;,=8+15+29+56=108, f,=15+29+56+108=208 és
végezetil f, =29+56+108+208=401.

2. Hatarozd meg az 0sszes olyan f:R—>R flggvényt, amely kielégiti a
kovetkez6 fiiggvényegyenletet:

f(x+2y)—f(x—y)=3y(2x+Y).

Megoldas. Az x:yzé helyettesitéssel az f(z)— f(0)=z* eredményhez jutunk,

ahonnan f (x) = x> +c¢ az egyediili lehetséges megoldas. Egyszert
visszahelyettesitéssel adddik, hogy ez a figgvénycsalad valéban megoldas.

3. A konvex ABCD negyszog atléi a P pontban metszik egymast és négy
haromszogre bontjak a négyszoget. Bizonyitsd be, hogy ezen haromszogeknek a
sulypontjai egy paralelogrammat hataroznak meg!

Megoldas. Legyenek T, T,, T, és T, pontok, rendre, az ABP, BCP, CDP és DAP
haromszogek sulypontjai, az S, S,, S; és S, pontok pedig, rendre, az AB, BC, CD
és DA oldalak felezopontjai. Konnyen belathatd, hogy az S;S,S,S, négyszog
paralelogramma: Mivel az S;S, az ABC haromszdg kzépvonala, ezért parhuzamos
az AC atloval. Ugyanigy az S,S, is az ACD haromszog kozépvonala, tehat 6 is

parhuzamos az AC atloval. Vagyis az
S,S,S,S, négyszdg két szemkoztes oldala parhuzamos egymassal. Hasonl6an

belathatd a méasik két szemkdztes oldal parhuzamossaga is, amib6l kovetkezik, hogy
az S;S,S,S, negyszog valoban paralelogramma. Tekintsiik most a P kdzépponttu és

% egyutthat6ja homotéciat. Mivel a sulypont a stlyvonalat 2:1 ardnyban osztja, igy

ez a homotécia az S; pontot pontosan a T, pontra, ie{1,2,3,4}, képezi le, amibdl

kovetkezik, hogy a T,T,T,T, négyszdg is paralelogramma.
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4. 0Oldd meg a 2-3* =5’ +1 egyenletet a természetes szamok halmazaban!

Megoldas. Nyilvanvalo, hogy az (x,y)=(1 megoldasa az egyenletnek.

Bebizonyitjuk, hogy nem létezik méas megoldas. Tegyik fel, hogy x>2. Ekkor az
egyenlet bal oldala oszthaté 9-cel. Mivel az 5 hatvanyainak 9-cel vald osztasi
maradékai hatos ciklusban ismétlédnek: 5, 7, 8, 4, 2, 1, és ebben a ciklusban a 8-
as a harmadik szam, megallapithatjuk, hogy y =6k +3 alaku. Igy az egyenlet jobb

oldala felirhato: 5 +1=5%*3 +1:(56)k .5° +1. Mivel a kis Fermat-tétel miatt 5° 7-

es modulus szerint 1-gyel egyenld, igy az egész jobb oldal 7-es modulus szerint

5° +1=125+1=126-tal egyenld, azaz oszthato 7 -tel. Mivel a bal oldal biztosan nem
oszthato 7 -tel, igy belathato, hogy az egyenletnek nincs mas megoldésa.
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A XVII. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
DIJAZOTTJAI

. évfolyam

. Zsivanac Beren, Pet6fi Sandor Altalanos Iskola, Ujvidék, 1. dij

. Papp Szabolcs, Kokai Imre Altalanos Iskola, Temerin, 11. dij

. Kadvany Jilia, Oktober 18. Altalanos Iskola, Zentagunaras, 11. dij

. Keresztényi Albert, Miroslav Antié¢ Altalanos Iskola, Palics, I1. dij

. Bazs6 Akos, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Altalanos Iskola, Szabadka, 111. dij
. Kiss Noé¢, Stevan Sremac Altalanos Iskola, Zenta, I11. dij

. Rozsa Balazs, Hunyadi Janos Altalanos Iskola, Csantavér, 111. dij

. évfolyam

. Csanadi Petra, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Altalanos Iskola, Magyarkanizsa, |. dij
. Kis Botond Jovan Jovanovi¢ Zmaj Altalanos Iskola, Magyarkanizsa, I1. dij

. Risti¢ Anna, Jozsef Attila Altalanos Iskola, Ujvidék, I1. dij

. Csiszar Akos, Miroslav Anti¢ Altalanos Iskola, Palics, I1. dij

. Gordos Beéta, Cseh Karoly Altalanos Iskola, Ada, I11. dij

. évfolyam

. Dob6 Armin, Jovan Miki¢ Altaldnos Iskola/Cofman Iskola, Szabadka, I. dij
. Bujak Réka, Jozsef Attila Altalanos Iskola, Kupuszina, 11. dij

. Csiszar Virag, Miroslav Anti¢ Altalanos Iskola, Palics, I11. dij

. Fekecs Csaba, Oktober 18. Altalanos Iskola, Zentagunaras, I11. dij

. Ferenci Zs6fi, Zdravko Glozanski Altalanos Iskola, Obecse, I1I. dij

. évfolyam

. Erdélyi Nimrod, Petéfi Sandor Altalanos Iskola, Hajddjaras, 1. dij
. Kalmar Krisztina, Kdokai Imre Altalanos Iskola, Temerin, 11. dij

. Rekecki David, Arany Janos Altalanos Iskola, Oromhegyes, 11. dij

. évfolyam

. Kémiives Emese, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, |. dij

. Csikos Gergely, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

. Nagygyorgy Zsoka, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
. Toth Norbert, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij

. Torok Csongor, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

. Balazs Balint, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnéazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

0. évfolyam

. Gal Jbézsef, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

. Ag6 Gergely, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, |. dij

. Sinkovics Alex, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

. Apré Dorottya, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

. Zsoldos Kristdf, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

1. évfolyam

. Fehér Konrad, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

. Szorcsik Ivett, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollegium, Zenta, I1. dij
. Csikos Enik6, Bolyai Tehetséggondozd Gimnézium és Kollégium, Zenta, I11. dij
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12. évfolyam

1. Kratok Gyula, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

2. Apro Janos, Bolyai Tehetséggondozd Gimnézium és Kollégium, Zenta, I. dij

3. Pardczi Orsolya, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
4. Korosi Zalan, Bolyai Tehetseggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

5. Dzsemasztagity Viktoria, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 111. dij

6. Hugyik Kornél, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij

A dijazott versenyzok.
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A XVIII. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

Szeretett versenylink nagykorusagat szomora korilmények kozott tinnepelte. Az
egész vilagot érintd jarvanyhelyzet miatt a didkok két napon keresztul kis
csoportokban irtak meg a versenyt. A felkészit6 tanarok, sziilok nem johettek be az
iskola épiiletébe. A kisérd rendezvények és a dijatadd Ginnepseg elmaradtak. Az
okleveleket postan kézbesitettilk ki a diakokak.

Fényképek ebbdl az évbol nem késziiltek.

Mindezek ellenére nagyon orillink a ténynek, hogy akarmilyen koérilmények kdzott
is, de meg tudtuk szervezni ezt a versenyt, megérizve igy annak folytonossagat.
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XVIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2021. januér 30.

5. évfolyam

1. A 2020 egy olyan négyjegyii természetes szam, amelyben a szamjegyek
0sszege 4.

a) Hany ilyen négyjegyii szam létezik?

b) Sorold fel csokkené sorrendben ezeket a négyjegyi szamokat!

2. Hat torpe: Szende (1), Szundi (2), Morgo (3), Hapci (4), Vidor (5) és Kuka
(6) futoversenyt rendezett, s mivel Tudornak éppen fajt a laba, 6 lett a biro. (A
nevek mogotti szamok a torpék rajtszamait jelzik.) Ki hanyadik lett, ha Tudor a
verseny végén megallapitotta, hogy a rajtszam és a helyezési szdm szorzata
minden torpénél 1-gyel nagyobb volt egy 7 -tel oszthatd szamnal?

3. Tudor a sikon agy vette fel az A, B, C és D pontokat, hogy azok tavolsaga:
AB=6cm, BC=3cm, CD=5cm. Készits olyan abrat, ahol az AD tavolsag:

a) 4cm,

b) 2cm,

c) Ocm!

4. Pisti apjanak kedvenc csokigolyoit haromféle csomagolasban arusitjak: 6, 9
és 20 darab talalhat6 egy-egy csomagban. A csomagokat csak egyben lehet
megvasarolni. Pisti az édesapja szlletésnapjara szeretne ajandékba venni annyi
darab csokigolyét, ahany éves az apukdja. Az idén ezt még nem tudja megtenni,
de a kovetkezo évtol kezdve barmelyik sziilletésnapra mar be tud igy vasarolni.
Hany éves az idén Pisti apja?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XVIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2021. januér 30.

6. evfolyam

1. Mihdly és anyukaja mézeskalacsot készitett a Mikulasnak, délutan azonban
meglatogattak ket Mihaly édesszaju unokatestvérei, akik majdnem az osszes
meézeskalacsot felfaltdk. Dia a mézeskalacsok negyed részét, Léna a
mézeskalacsok 6tod részénél eggyel tobbet, Zalan a mézeskalacsok harmadéanal
harommal kevesebbet, Zénd pedig a mézeskalacsok hatodanal kettovel tobbet
evett meg. Igy a Mikulasnak 6sszesen 3 darab mézeskalacs maradt. Hany
mézeskalacs volt 6sszesen?

2. Peti és Misi elcserélték iskolataskajukat de mar csak
otthon vették észre. Holnapra nagyon fontos feladatot kell,
hogy elkészitsenek, igy mindenképpen vissza kell cserélnilik a [
taskdkat. Kitalaltak, hogy mindketten elindulnak és
pontosan féluton fognak taldlkozni a téskacsere miatt. Az
abran lathato a két fiu kiindulasi pontja valamint az Gtvonal,
amit meg kell tennitk. Jeldld be a taladlkozas pontjat az abran, valamint allapitsd
meg, hogy milyen messze lakik a két fil egymastdl, ha tudjuk, hogy az abran
lathato legkisebb ,négyzet” teriilete 144 négyzetméter. (Kiindulasi pontjaik
pedig az dbran lathatd nagy négyzet atléjanak végpontjai)

3. Mihély oréaja digitalisan mutatja az idét, s éppen 15:51-kor néz ra. Ez a szam
nagyon megtetszik neki, mivel palindrom szam (oda vissza olvasva ugyanaz) igy
elgondolkodik rajta, hogy hany ilyen palindrom percet tud felfedezni az 6rajan
egy adott napon? (A digitélis 6ra 24 oras formatumu.) Legfeljebb mennyi idé6
telik el két egymast koveté palindrom perc kozott?

4. Egy szabadulGszoba ajtajat egy négyjegyii szamzaras lakattal lehet Kinyitni. A
négyjegyii szama 0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9 szdmjegyek segitségével allithato
el6 ugy, hogy a szamjegyek nem ismétlédhetnek. A helyes szamkombinéciordl a
kovetkezoket tudjuk. A szam 5-tel osztva 4 -et ad maradékul. A négyjegyii szam
oszthato 12-vel. A négyjegyii szam tizes helyiértékén egy olyan szam all, amivel
semmiképpen sem kezddédhetne a szamkombinacid, hiszen akkor nem lenne
négyjegyi a szam. Az ezres és szazas helyiertékek helyén egy 20-nal kisebb
primszam all. Milyen szamkombinéacioval tudnank kiszabadulni?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XVIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2021. januér 30.

7. evfolyam

1. Az A, B, C és D pontok egy egyenesen talalhatéak valamilyen sorrendben.
A és D pontok 40 cm-re vannak egymastol, B és D pedig 20 cm-re. C féluton
van A és B kozott. Milyen tavol eshet C a D -tdl?
Vegyél figyelembe minden lehetdséget!

2. Zoé fehér szinii egységkockakbol ragasztotta dssze
az abran lathaté lépcsot, melynek teljes feliiletét
pirosra festette. A festés utin a lépcsét ujra Kicsi L —
kockékra szedte szét. Hany kicsi kockénak lesz 6, 5,
4,3, 2,16és 0 pirosra festett lapja?

3. Az abra betiiinek helyére el kell helyezni az 1, 2, 3, 4, 5, A

6, 7 és 8 szdmjegyek mindegyikét ugy, hogy a nagybetiik

helyére a veliik szomszédos kis négyzetekben 1évé két kisbetii | D | a | b
helyén 1évé szamok osszege keriiljon (Pl. A=a-+b, vagy dlclB
B=b+c). Mennyi lesz a nagybetiik helyén lévé szamok

0sszege? Mutasd meg, hogyan helyezted el a szamjegyeket az C

abraban! Ird le, hogyan gondolkodtal!

4. A 2020 -as év leirdsakor pontosan kétféle szamjegyet hasznalunk fel.

a) Hany olyan négyjegyii szam van, ami csak a 2 ésa 0 szamjegyekbdl épiil fel?
b) Hany olyan négyjegyii szam van, ami a 7 és 8 szamjegyekbol képezhet6?

¢) Hany olyan négyjegyi szam van, ami pontosan kétféle szamjegybdl épiil fel, de
nem tartalmaz 0-t?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XVIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2021. januér 30.

8. évfolyam

1. lgaz-e, hogy harom négyzetszam kozul mindig kivalaszthatd ketté, amelyek
kilonbsége oszthat6 néggyel? Valaszodat indokold!

2. Mely szamjegyeket jelolhetik az x és y ismeretlenek, ha a 162& tort
yX

értéke kisebb mint 1?

3.Az A, B, C, D és E pontokat ugy vettik fel egy kor keriletén, hogy az AB,
BC, CD és DE szakaszok meghtzasa utdn a B, C és D pontoknal 1évé szogek

mindegyike 45°. Mutassuk meg, hogy
AB? +CD? = BC? + DE*.

4. A focilabda 32 db bérdarabbol van osszevarrva: fehér hatszogletii és fekete
otszogletli darabokbdl. Mindegyik fekete csak fehér bordarabbal hataros, és
mindegyik fehér harom feketével és harom fehérrel. Hany fehér és hany fekete
szinii bérdarab van a labdan? Valaszodat indokold!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!

193



XVIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2021. januar 29.

9. evfolyam

1. Egy 4x4-es tabldzat mindegyik mezéjébe beirjuk az 1, 2, 3 szamok
valamelyikét.

a) Elérheté-e igy, hogy minden sorban és minden oszlopban kilénbdzzén a
szamok 6sszege?

b) Elérheté-e igy, hogy minden sorban, minden oszlopban és mindkét atléban
kilénb6zzon a szamok 6sszege?

2. Az ABCD negyzet CD oldalan folvesziink egy tetszdleges L pontot. Az A
csucsbol és a C csiiesbol is merdleges egyeneseket bocsatunk a BL szakaszra, igy
kapjuk rendre a P és Q metszéspontokat. Igazoljuk, hogy CP =DQ.

3. Hatdrozzuk meg azokat a természetes szamokat, amelyek négyzetének a
végzodése ugyanaz a kétjegyii szam, mint maganak az eredeti szamnak?

4. Tekintsik a mellékelt abran lathat6 végtelen szamharomszdget, amelyben a
paratlan természetes szamokat lathatjuk folsorolva emelkedd sorrendben.

a) Melyik szam all a 100. sor végén?

b) Mennyi a 100. sorban all6 szamok 6sszege?

¢) Mennyi az els6 100 sorban allé dsszes szdm 0sszege?

1

13 15 17 19

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XVIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2021. januér 29.

10. évfolyam

1. Hatarozzuk meg azokat a termeészetes szamokat, amelyek négyzetének a
végzodése ugyanaz a kétjegyii szam, mint maganak az eredeti szamnak?

2. Hany megolddsa van az egyenletrendszernek a valdés szamnégyesek
halmazaban és melyek ezek?

X* +y?+2°+1t* =50,
x? —y? + 2% —t* = -40,
Xy —zt =0,
X—y+z+t=0.

3. Az ABCD négyzet AB oldala felett kifelé félkort szerkesztink. Ezen a

félkoron melyik az a P pont, amelyre az AP?+CP? a leheté legnagyobb és
mennyi a maximum értéke?

4. A tablara felirunk 2019 nullat, 2020 egyest és 2021 kettes szdmjegyet.
Minden alkalommal két kiilonb6z6 szamjegyet torliink és helyettiik a 0, 1, 2
szamjegy kozil azt az egy szamjegyet irjuk, amely abban a Iépésben nem kerilt
letorlésre.

a) Bizonyos Iépés utdn maradhat-e csupa nulla sorozat?

b) Amikor a tablan csak egy szamjegy maradt, akkor melyik szamjegyek
lehetnek azok?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.
J6 munkat!
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XVIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2021. januér 29.

11. évfolyam

1. Hatarozd meg az 6sszes olyan n természetes szamot, amelyre érvényes, hogy
n+1 n+3, n+7,n+9,n+13és n+15 mindegyike primszam!

ctg x—1tg x

2. Oldd meg az egyenletet: —
3sin X +Cos 2x

=Ctg2Xx.

3. Legyenek AB és CD olyan 1 hosszusagu szakaszok, amelyek az O pontban

metszik egymast ugy, hogy AOC~/ =% . Bizonyitsd be, hogy AC+BD >1.

4. Oldd meg a kovetkez6 egyenletet a valos szamok halmazan:
(x2 -+ x+3)(x2 +3x+3) =3x".

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XVIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2021. januér 29.

12. évfolyam

1. Bizonyitsd be, hogy minden x valés szdmra teljesil a kovetkezo
egyenlétlenség:
X'+ 7x+2> 453 +2x.

2. Egy derékszogii haromszog befogoi folé Kkiviilrél négyzeteket rajzoltunk.
Mutasd meg, hogy a haromszdg koré irhatd6 kore atmegy a négyzetek
legtavolabbi csticsait 6sszekoto szakasz felezépontjan!

3. Jeldlje s(n) az n termeészetes szam szamjegyeinek szorzatat. Létezik-e olyan n
amelyre s(n) =n®-21n—-407?

4. Hatarozd meg a 7% szam utols6 4 szamjegyét!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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A XVIIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

5. évfolyam

1. A 2020 egy olyan négyjegyii természetes szam, amelyben a szdmjegyek
osszege 4.

a) Hany ilyen négyjegyti szam létezik?

b) Sorold fel csokkené sorrendben ezeket a négyjegyii szamokat!

Megoldas.

a) 20 ilyen négyjegyii szam létezik

b) Csokkené sorrendben: 4000, 3100, 3010, 3001, 2200, 2110, 2101, 2020,
2011, 2002, 1300, 1210, 1201, 1120, 1111, 1102, 1030, 1021, 1012, 1003.

2. Hat torpe: Szende (1), Szundi (2), Morgo6 (3), Hapci (4), Vidor (5) és Kuka
(6) futdversenyt rendezett, s mivel Tudornak éppen fajt a laba, 6 lett a biré. (A
nevek mogotti szamok a torpék rajtszamait jelzik.) Ki hanyadik lett, ha Tudor a
verseny végén megallapitotta, hogy a rajtszam és a helyezési szam szorzata
minden torpénél 1-gyel nagyobb volt egy 7 -tel oszthatd szamnél?

Megoldés. Az els6 helyen csak az 1-es rajtszaml Szende érkezhetett a feltételek
szerint, hiszen 0-7+1=1. A 2. helyre a 4 -es rajtszdm0 Hapcinak kellett befutnia,
mivel 1.7+1=2-4.

A 3. helyezett Vidor lett 5-0s rajtszammal, ekkor ugyanis 2-7+1=3-5. A 4.
helyezett csak Szundi lehetett 1-7+1=4-2, mig az 5. helyezett csak Morg6 lehet,
hiszen 2-7+1=5-3. A 6. helyezett igy mar csak a 6-0s rajtszami Kuka lehet, és
teljesil is a feladat feltétele, hiszen: 5-7+1=6-6. A befutok sorrendje tehat: Szende
(1), Hapci (4), Vidor (5), Szundi (2), Morgé (3), Kuka (6).

3. Tudor a sikon ugy vette fel az A, B, C és D pontokat, hogy azok tavolsaga:
AB =6 cm, BC=3cm, CD =5 cm. Készits olyan abrat, ahol az AD tavolsag:

a) 4 cm,
b) 2cm,
c)Ocm!
Megoldas.
a) 4cm 5cm b) 5cm 3cm
A D B C D A C B
6 cm 3cm 2cm 6 cm
c) C
5cm 3 cm
D=A 6 cm B



4. Pisti apjanak kedvenc csokigolyoit haromféle csomagolasban éarusitjak: 6, 9
és 20 darab taldlhat6 egy-egy csomagban. A csomagokat csak egyben lehet
megvasarolni. Pisti az édesapja szlletésnapjara szeretne ajandékba venni annyi
darab csokigolydt, ah&ny éves az apukdja. Az idén ezt még nem tudja megtenni,
de a kovetkezo évtol kezdve barmelyik sziiletésnapra mar be tud igy vasarolni.
Hany éves az idén Pisti apja?

Megoldés. Ellendrizheté, hogy 43 darabot nem lehet vasarolni a feltételeknek
megfelelden. Viszont 44 -t6l kezdve minden egész szdmu csokigolyd megvasarolhato:

44=20+9+9+6 50=44+6
45=9+9+9+6+6+6 51=45+6
46=20+20+6 52=46+6
47=20+9+9+9 53=47+6
48=9+9+6+6+6+6+6 54=48+6
49=20+20+9 55=49+6, sth.

Igy Pisti édesapja idén 43 éves.
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6. évfolyam

1. Mihdly és anyukéja mézeskalacsot készitett a Mikulasnak, délutan azonban
meglatogattak oket Mihaly édesszaju unokatestvérei, akik majdnem az 6sszes
mezeskalacsot felfaltdk. Dia a mézeskalacsok negyed részét, Léna a
mézeskalacsok 6tod részénél eggyel tébbet, Zalan a mézeskalacsok harmadanal
harommal kevesebbet, Zéné pedig a mézeskalacsok hatodanal kettovel tobbet
evett meg. Igy a Mikulasnak 6sszesen 3 darab mézeskalacs maradt. Hany
mézeskalacs volt 6sszesen?

Megoldas. Jeldlje x a mézeskalacsok szamat. A kovetkezO Osszefliggést tudjuk
felirni:
1x+1x+1+1x—3+lx+2+3: X.
4 5 3 6
Rendezve adddik, hogy
1 1 1 1
—X+=X+=X+=X+3=X.
4 5 3 6
Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat a nevezdben levo szamok legkisebb kozos
tobbszordsevel, azaz 60 -nal. Megkapjuk, hogy 15X +12x + 20x +10x +180 = 60x .
Rendezve adddik, hogy 3x =180, vagyis x=60.
A valasz tehat a kovetkez6: 60 stitemény volt eredetileg.

2. Peti és Misi elcserélték iskolataskajukat de
mar csak otthon vették eészre. Holnapra
nagyon fontos feladatot kell, hogy
elkészitsenek, igy mindenképpen vissza Kell
cserélnilk a taskakat. Kitalaltdk, hogy
mindketten elindulnak és pontosan félaton |_| """""
fognak talalkozni a taskacsere miatt. Az
abran lathaté a két fia kiindulasi pontja
valamint az utvonal, amit meg kell tennidk.
Jelold be a talalkozas pontjat az éabran,

valamint allapitsd meg, hogy milyen messze —|—|_,
lakik a két fid egymastol, ha tudjuk, hogy az

abran lathaté legkisebb ,,négyzet” teriilete 144 négyzetméter.

(Kiindulasi pontjaik pedig az &bran lathatd nagy négyzet atléjanak végpontjai)

Megoldas. A 144 négyzetméterb6l meg tudjuk kapni a legkisebb torott vonal
hosszat, ami 12 méter, nevezzik ezt 1 egységnek Megvizsgalva az abra bal felsd
negyedét lathatjuk, hogy a legkisebb négyzet bal szomszédja egy négyszer akkora
négyzet, melynek oldalai kétszer akkorak. Az utobbi rész fels6 szomszédjanak éle
viszont egy egységgel nagyobb az el6z6t6l, nevezziikk 3 egységnek.

Ezen ardnyok meghatarozasaval meg tudjuk a tébbi negyedekben is hatarozni a torott
vonalak hosszat, igy megkaphatjuk, hogy a torott vonal hosszusaga egysegekben
mérve:

3+3+2+2+2+1+1+1+1+3+4+4+3+1+3+3+3+2+2+1+1+1+1=48 egység.
A 48 egység meéterben kifejezve 48-12=576 méter, azaz 576 méterre lakik
egymastol a két tanulo.
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3. Mihaly éraja digitalisan mutatja az id6t, s éppen 15:51-kor néz ra. Ez a szam
nagyon megtetszik neki, mivel palindrom szam (oda vissza olvasva ugyanaz) igy
elgondolkodik rajta, hogy hany ilyen palindrom percet tud felfedezni az 6rajan
egy adott napon? (A digitélis 6ra 24 oras formatumu.) Legfeljebb mennyi idé
telik el két egymast koveto palindrom perc kozott?

Megoldés. Felsorolassal megkaphatok a lehetséges palindrom esetek: (azt is kell
indokolni, hogy egyéb eset miért nem lehet): 00:00, 01:10, 02:20, 03:30, 04:40,
05:50, 10:01, 11:11, 12:21, 13:31, 14:41, 15:51, 20:02, 21:12, 22:22,
23:32. Ez 16 esetet jelent.

Meg kell vizsgalni, hogy melyik lehet a legnagyobb tavolsag két palindrom perc
kozott. Szdba johet a 05:50 és 10:01 szomszédsag valamint a 15:51 és 20:02
szomszédsag.

Az els6 és a masodik esetben is 4 Ora 11 perc a kullénbség a két idépont kozott, igy a
legtobb id6 ami eltelik két szomszédos palindrom perc kdzott az 4 oOra 11 perc.

4. Egy szabadulGszoba ajtajat egy négyjegyii szamzaras lakattal lehet Kinyitni. A
négyjegyii szama 0,1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9 szdmjegyek segitségével allithato
el6 ugy, hogy a szamjegyek nem ismétlédhetnek. A helyes szamkombinaciordl a
kovetkezdket tudjuk. A szam 5-tel osztva 4 -et ad maradékul. A négyjegyii szam
oszthatd 12-vel. A négyjegyii szam tizes helyiértékén egy olyan szam all, amivel
semmiképpen sem kezddédhetne a szamkombinacio, hiszen akkor nem lenne
négyjegyii a szam. Az ezres és szazas helyiértékek helyen egy 20-nal kisebb
primszam all. Milyen szamkombiné&cidval tudnank kiszabadulni?

Megoldés. A harmadik feltételbdl azt kapjuk, hogy a tizesek helyiértékén a 0 all,
azaz xx0x a helyes kombinécio egyik értéke

A masodik feltételbdl azt kapjuk, hogy a szdm vagy 4 -re vagy 8-ra végzodik, hiszen
ahhoz, hogy 12-vel oszthatd legyen oszthatd kell, hogy legyen 3-mal és 4 -gyel is,
4 -gyel pedig pontosan akkor oszthatd, ha utolsé két szadmjegyén alld kétjegyii szam
oszthat6 4 -gyel. Ez nem lehet mas, minta 04 és 08.

Az els6 feltételbol kiderul, hogy az utolsé szamjegy 4 vagy 9 lehet, de a 9-es
szamjegy nem lehetséges, mivel akkor nem lenne 4 -gyel oszthatd a kddszam.

Ezzel mar felét meghataroztuk a helyes szamkombinacionak: xx04 .

A negyedik feltétel, hogy a szdzasok és ezresek helyén all6 szamnak 20 -nél kisebb
primszamnak kell lennie, igy a lehetséges esetek: 11, 13, 17, 19. (Egyjegyti primek
nem johetnek szoba, hiszen 0-val nem kezdédhet a kod, illetve a szamjegyek sem
ismétlddhetnek és a 0 -nak mar meghataroztuk a helyét.)

Le kell még ellendrizni a lehetséges kod kombinacidkat:

A 11 nem jo, hiszen nem ismétlédhetnek a szamjegyek és a 3-mal valé oszthatdsag
sem teljesul.

A 13 nem jo, mert 1+3+0+4 =38, igy a szdmjegyek 0sszege nem oszthatd 3-mal.

A 19 szintén nem j6, hiszen a szdmjegyek 6sszege 14, ami nem oszthaté 3-mal.

A 17 lesz a megfelelé szam, mivel 1+7+0+4=12, ami 3-4, tehat oszthaté 3-mal.
Mindent kivizsgéalva a 1704 -es kombinacioval tudunk kiszabadulni.
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7. évfolyam

1. Az A, B, C és D pontok egy egyenesen talalhatéak valamilyen sorrendben.
A és D pontok 40 cm-re vannak egymastol, B és D pedig 20 cm-re. C féluton
van A és B kozott. Milyen tavol eshet C a D-t61? Vegyél figyelembe minden
lehetoséget!

Megoldas. Helyezzik el az A, B, C és D pontokat a szamtengelyen (legyen az
egyseg 1cm). Legyen A az x=60 pontban. A kovetkezé lehetséges elrendezéseket
kapjuk a D pont elhelyezése utan:

I. Ha a D-t az A-tol jobbra vesszik fel, a B pont elhelyezése utan a kovetkezd
elrendezések jonnek létre:

A—B-D esetén, az dbra szerinta C pontaz x =70 pontba esik, |CD|=30 cm.

A B C D
60 70 30 90 '10[)

A—D-B esetén, az dbra szerinta C pontaz x =90 pontba esik, [CD|=10 cm.

A c D B
*0 0 0 *50 *100 *10 *0

Il. Ha D-taz A-tdl balra vessziik fel, a kdvetkezd elrendezések lehetségesek:
B—D— A esetén, az abra szerinta C pontaz x =30 pontba esik, |CD| =10 cm.
B D c A

* *0 0 *:0 *0 5 0 5 50

D—-B— A esetén, az abra szerinta C pontaz x =50 pontba esik, |CD| =30 cm.

D B o A
*50 0 *0 *0 %0 0 *0

()

Tehata C és D tavolséaga lehet 10 cm és 30 cm is.

2. Zoé fehér szinii egységkockakbdl ragasztotta ossze az abran lathato 1épcsét,
melynek teljes felliletét pirosra festette. A festés utan a lépcsot djra Kicsi
kockékra szedte szét. Hany kicsi kockéanak lesz 6, 5, 4, 3, 2, 1 és 0 pirosra
festett lapja?

Megoldas. Ha fentrdl lefelé, balrdl jobbra haladunk, az els6é
€és az utolsd (szélsd) lépcsdsorban a kovetkezd piros
oldalszamok fordulnak el6:

4
2
2
3

N P W

3
2 4
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A maésodik és harmadik 1épcsésor, amik belll vannak eggyel kevesebb festett oldallal
rendelkezik, mint a szélsok, azaz

3

1
1
2

—_ O N

2
13

Osszesen 4-10 =40 db kocka van a lépcsében. Ezek koziil
0 pirosoldald 0+1+1+0=2 kocka,

1 piros oldali 1+4+4+1=10 kocka,

2 piros oldald 4+3+3+4=14 kocka,

3 piros oldald 3+2+2+3=10 kocka,

4 piros oldalu 2+0+0+2 =4 kocka,

5 piros oldald 0 kocka,
6 piros oldalu 0 kocka.

3. Az abra betiiinek helyére el kell helyezni az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 és 8
szamjegyek mindegyikét igy, hogy a nagybetiik helyére a veliik szomszédos Kis
négyzetekben 1évo két Kisbetii helyén 1évé szamok osszege Kkeriiljon (Pl. A=a+b,
vagy B=Db+cC). Mennyi lesz a nagybetiik helyén 1évé szamok 6sszege? Mutasd
meg, hogyan helyezted el a szamjegyeket az abraban! ird le, hogyan
gondolkodtal!

Megoldéds. A megadott 8 szamjegy 0Osszege 36. Mivel a-t
beszamitjuk A-hoz és D-hez is, ezért kimondhatjuk, hogy a
nagybetiikkel jelolt mezékben a szamok Osszege kétszer nagyobb | D | a | b
a kisbetlikkel jelolt szamok 6sszegénél.
Tehat, ha x=a+b+c+d, akkor A+B+C+D=2x. Azaz a d|c
négyzetben 1évo teljes Osszeg X+2x=3x. Tudjuk, hogy C
3x=36, innen x=12.
Tehat a kisbetlikh6z gy kell szamokat hozzarendelni, hogy a+b-+c+d =12 legyen.
Az biztos, hogy 1 és 2 nem keriilhetnek kiviilre, mivel nem tudjuk megkapni 6ket a
felsorolt szdmjegyekbdl vett Osszegként.

Tehat 1 és 2 biztosan a belsé négyzetbe keriil. Az 6 Osszegiik 3, ezért a kovetkezd
két szamjegyet ugy kell ide valasztani, hogy az 6sszegiik 9 legyen. Ez két modon
lehetséges 3+6=9 vagy 4+5=9.

Vizsgéljuk mega 1, 2, 3, 6 esetet! A 3 ésa 6 nem kerllhet egymas mellé mert az
Osszeguk 9, igy az egyik lehetséges megoldéas: a=1, b=3, c=2, d=6, A=4,
B=5, C=8, és D=7. Minden szamjegy csak egyszer szerepel, ezek szerint jol
dolgoztunk.

Ha a bels6 négyzetbe az 1, 2, 4, 5 szamjegyeket tesszlk, akkor 1 és 2 egymas
melletti mez6be kell, hogy keriiljon, mert csak igy kaphatunk 3 -at 6sszegként. A 4 és
5 viszont nem kerilhet egyméas mellé, mert az 6sszegiuk 9, azt pedig nem szabad
megkapni. Igy ellentmondashoz jutunk, mert nincs a szamjegyeknek olyan
elrendezése, ami ennek a két feltételnek megfelel.

4. A 2020 -as év leirasakor pontosan kétfele szamjegyet hasznalunk fel.

a) Hany olyan négyjegyii szam van, ami csak a 2 ésa 0 szamjegyekbdl épiil fel?
b) Hany olyan négyjegyii szam van, ami a 7 és 8 szamjegyekbol képezhet6?

¢) Hany olyan négyjegyi szam van, ami pontosan kétféle szamjegybdl épiil fel, de
nem tartalmaz 0-t?
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Megoldés. a) Az els6 szamjegy csakis 2 lehet. A 2, 3, 4 szdmjegyet kétféleképpen
valaszthatjuk, ezért 2-2-2=8 féle szam felel meg a feltételnek. Ebbe viszont
beletartozik a 2222 is, amiben nincs 0, ezért a megoldas 7.

(Helyes megoldasok: 2000, 2002, 2020, 2022, 2200, 2202, 2220)

b) Két kiilonboz6 szamjegyet felhasznalva mindegyik helyi értékre kétféle szamjegy
kozll valaszthatunk, ami azt jelenti, hogy az adott szdmparbol 2-2-2-2=16 féle
szamjegy allithato eld. Viszont ezek kozott van 2 olyan, ami csak egyféle szdmjegyet
tartalmaz (7777 és 8888), ezek nem felelnek meg, igy ezekbdl a szamjegyekbdl 14
féle négyjegyli szdm képezhetd, amiben pontosan kétféle szamjegy van.

c) Az a kérdés, hogy a kétféle szdmjegyet hanyféleképpen vélaszthatjuk ki. A 9

rendelkezésre allo szamjegy koziil ketté kivalaszthatd 9—;3:36 modon, mert a

szampar els6 tagjat 9 kozul vélaszthatjuk, a mésodikat mar csak 8 kozul. Mivel
minden szampart duplan szamoltunk, ezért kell kettével elosztanunk, hogy megkapjuk
a kiilonb6z6 szamparok szamat.

Tehat a végeredmény 36-14 =504.

204



8. évfolyam

1. lgaz-e, hogy harom négyzetszam koziil mindig kivalaszthaté kett6, amelyek
kilonbsége oszthat6 néggyel? Valaszodat indokold!

Megoldés. A négyzetszdmok néeggyel vald osztasi maradéka csak 0 vagy 1 lehet.
Héarom négyzetszam koziil kettének biztosan megegyezik a néggyel vald osztasi
maradéka, igy ennek a két szamnak a kiillénbsége oszthaté néggyel.

163+1xy
2yx

2. Mely szamjegyeket jeldlhetik az x és y ismeretlenek, ha a tort értéke

kisebb mint 1?

163+ Ly
2yX

163+100+10x+y < 200+10y + X, melyet rendezve a 7+ x < y 0sszefuiggést kapjuk.

Mivel x es y szdmjegyeket jeldInek, ezért értékeik egész szamok, melyek 0 és 9 kozott

véltozhatnak. gy harom megoldast killénboztethetiink meg:

I.x=06ésy=8, Il.x=06sy=09, lll.x=16ésy=09.

Megoldés. A egyenl6tlenség felirhato a kovetkezé alakban:

3.Az A, B, C, D és E pontokat ugy vettik fel egy kor keriletén, hogy az AB,
BC, CD és DE szakaszok meghtzasa utdn a B, C és D pontoknal 1évé szogek

mindegyike 45 . Mutassuk meg, hogy
AB? +CD? = BC? + DE”.

Megoldas. Huzzuk meg az AC, CE, AE, BD és AD
szakaszokat. A kertleti szogekre vonatkozo tétel alapjan

kovetkezik, hogy az dbran sotéttel jelolt szogek is 45 -
osak, illetve igazak a kovetkezd egyenldségek:
AC=BD=CE,BC=AD és BE=CD.

Az AEB és ADE haromszogek derékszogiiek és AE a
kor atméroje.

A Pitagorasz-tétel alapjan felirhato:

AE? = AD® + DE® = BC? + DE? és AE® = AB” + BE® = AB” + CD?
Azaz: AB’+CD?’ =BC? +DE”.

4. A focilabda 32 db bérdarabbol van osszevarrva: fehér hatszogletii és fekete
otszogleti darabokbdl. Mindegyik fekete csak fehér bordarabbal hataros, és
mindegyik fehér harom feketével és harom fehérrel. Hany fehér és hany fekete
szinii bordarab van a labdan? Valaszodat indokold!

Megoldéas. Legyen x a feher darabok szdma, ekkor 32— x a feketéké. Minden fekete
darabnak 6t fehér szomszédja van, de ilyen médon minden fehér darabot haromszor
szdmolunk meg, mivel minden fehér 3 feketével érintkezik. A fehér darabok szdma
igy irhato fel:
‘o 5-(32—-x) |
3
Innen x=20. Azaz a focilabda 20 fehér és 12 fekete darabbdl all.
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9. évfolyam

1. Egy 4x4-es tablazat mindegyik mezéjébe beirjuk az 1, 2, 3 szamok
valamelyikét.

a) Elérheté-e igy, hogy minden sorban és minden oszlopban kilénbézzon a
szdmok 0sszege?

b) Elérheté-e igy, hogy minden sorban, minden oszlopban és mindkét atléban
kilonbdzzon a szdmok 6sszege?

Megoldas. a) Igen, elérhetd. Egy ilyen kitoltést mutat az alabbi abra. A sorok végén a
sordsszegek, az oszlopok alatt pedig az oszlopdsszegek lathatok.

1 1 1 2 5
1 1 2 2 6
2 3 3 3 11
3 3 3 3 12
7 8 9 10

b) Nem lehet. A legkisebb szam, ami 6sszegként kijohet 1+1+1+1=4, a legnagyobb
pedig 3+3+3+3=12. Ez 6sszesen 9 szadm. Ugyanakkor a négy-négy oszlop- és
sordsszeg, valamint a két atl6 6sszege dsszesen 10 féle szamot jelent. Nyilvanvalo,
hogy nem lehet mind a 10 Gsszeg kiilonb6z6, ha csak 9 féle 0sszeg johet ki.

2. Az ABCD négyzet CD oldalan folvesziink egy tetszéleges L pontot. Az A
cslcsbol és a C csucsbol is merdleges egyeneseket bocsatunk a BL szakaszra, igy
kapjuk rendre a P és Q metszéspontokat. Igazoljuk, hogy CP =DQ.

Megoldés. Tekintsik a BAP és a CBQ
haromszdget. AB=BC, mert a négyzet oldalai
egyenldk; 0
APB/ =BQC./=90° a feltételek miatt;
ABP/ =BCQ./, mert merdleges szarti konvex
szogek; ebbdl kovetkezik, hogy BAP haromszdg
és CBQ haromszdg egybevagd (két oldal és a P\ L—
nagyobbikkal szemkozti szogek egyenlék). Igy
BP=CQ.

Tekintsiik most a BCP ésa CDQ haromszdget. A B
BC =CD, mert a négyzet oldalai egyenldk;

BP =CQ, az imént bizonyitottuk be;

CBP«£=DCQ«, mert konvex valtdszogek; ebbdl kovetkezik, hogy a BCP és a
CDQ haromszogek egybevagok (két oldaluk €s a kozre zart szogiik egyenld), amibdl
kovetkezik a bizonyitando allitas: CP =DQ.

3. Hatarozzuk meg azokat a természetes szamokat, amelyek négyzetének a
végzodése ugyanaz a kétjegyili szam, mint maganak az eredeti szamnak?

Megoldas. Ha a feltételek teljesilnek, akkor  100|(a’-a) azaz
a-(a—1)=100k =4-25-k. Mivel (a,a—1)=1, ezért 25|a és 4|(a-1), vagy
25|(a—1) és 4|a, vagy 100|a, illetve 100|(a—-1).

206



Az els6 esetben az a szam végzodése 00, 25, 50 vagy 75 lehet, de ezek kozil csak
a 25 -tel végzddoek felelnek meg.

A masodik esetben az a—1 szam végzbédése 00, 25, 50 vagy 75 lehet, de ezekbdl
csak azok felelnek meg, amikor a—1 szam 75-re végzddik, azaz az a Szam
végzOdése 76 .

A harmadik esetben a 00 -re végz6doek felelnek meg.

A negyedik esetben a 01-re végzédoek felelnek meg.

4. Tekintsik a mellékelt 4bran lathat6 végtelen szamharomszdget, amelyben a
paratlan természetes szamokat lathatjuk folsorolva emelked6 sorrendben.

a) Melyik szam all a 100. sor végén?

b) Mennyi a 100. sorban allé6 szamok 6sszege?

¢) Mennyi az elsé 100 sorban all6 6sszes szam 6sszege?

1

13 15 17 19

Megoldés. a) Vegylk észre, hogy minden sorban annyi szdm van, ahanyadik sort
nézziik. Igy az els6 sorban 1, a mésodik sorban 2, a harmadik sorban 3 szdm van és

100-(100+1)

igy tovabb. Az els6 100 sorban dsszesen 1+2+3+---+100 = =5050.

Ezek szerint a 100. sor végén az 5050. paratlan szam all. Mivel az n-edik paratlan
szamot ugy kapjuk meg, hogy az n kétszeresébdl kivonunk egyet, igy az 5050.
paratlan szam a 10099.

b) Ha a 100. sorban 100 paratlan szam all, és a sor végén a 10099 all, akkor ennek a
sornak a szdmait csokkend sorrendben a kdvetkezOképpen irhatjuk:

10099, 10099—-2, 10099-2-2, 10099—-3-2, 10099—-4-2, ..., 10099-99-2.
Jel6ljik ezen szamok 6sszegét S -sel. Ekkor

S =10099 +10099—-2+10099—-2-2+10099—-3-2+10099—-4-2+---+10099-99-2 =

=1oo-10099—2~(1+2+3+---+99)=1oo.10099_2.(1+9¢=

=100-10099-100-99 =100- (10099 - 99) =100-10000 =1000000.

¢) Tudjuk, hogy az elsé 100 sorban dsszesen 5050 paratlan szam van, igy ezeknek
kell venni az 0sszegét: 1+3+5+7+9+---+10099. Adjunk mindegyik taghoz egyet,
amit a végén vonjunk is ki:
2+4+6+8+---+10100-5050 = 2-(1+2+3+4+---+5050)—5050 =

(1+5050)-5050
=2 ; —5050 = 5050+ 5050 - 5050 — 5050 = 5050 5050 = 25502500.
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10. évfolyam

1. Hatarozzuk meg azokat a termeészetes szamokat, amelyek négyzetének a
végzodése ugyanaz a kétjegyii szam, mint maganak az eredeti szamnak?

Megoldds. Ha a feltételek  teljestilnek,  akkor 100|(a2—a) azaz
a-(a—1)=100k =4-25-k. Mivel (a,a—1)=1, ezért 25|a és 4|(a—1), vagy
25|(a—1) és 4|a, vagy 100]a, illetve 100|(a—-1).

Az els6 esetben az a szam végzddése 00, 25, 50 vagy 75 lehet, de ezek kozil csak
a 25 -tel végzodoek felelnek meg.

A masodik esetben az a—1 szam végzédése 00, 25, 50 vagy 75 lehet, de ezekbdl
csak azok felelnek meg, amikor a—1 szam 75-re végzddik, azaz az a Szam
végzOdése 76 .

A harmadik esetben a 00 -re végz6doek felelnek meg.
A negyedik esetben a 01-re végzodoek felelnek meg.

2. Hany megoldasa van az egyenletrendszernek a valés szdmnégyesek
halmazaban és melyek ezek?

X* +y?+2°+1t* =50,

X? —y? + 2% —t? = -40,

Xy —zt =0,

X—y+z+t=0.
Megoldas. Az utols6 ket egyenlet alapjan ket eset lehetséges xy=zt=0 vagy
xy=zt=0.
Az els6 esetben x=0 vagy y=0 és z=0 vagy t=0 lchetséges, de ez az elsd
egyenletet nem elégiti ki. Igy tehat csak a masodik esetre kaphatunk megoldast azaz

xy =zt #0, vagyis %:é vagyis t=kx és y=kz, ahol k nem 0 valés szdm. Az

egyenletrendszer pedig

x* +k?z% + 2% + k*x* =50, (1+ kz)(X2+22)=50,
x? —k2z% + 72 —k?x? = —40, tehat (1—k2)(x2 +12°)=-40,
X—kz+z+kx=0, (1+k)x+(1-k)z =0.

2

L 4
A masodik és els6é egyenlet hanyadosa 1 =z és ebbdl k=-3 vagy k=3. Ha

+k?
k=3, akkor z=2x, t=3x, y=3z=6X és ezeket az els6 egyenletbe helyettesitve

adodik, hogy x* =1. Hasonl6an, ha k = -3, akkor z:g, t=-3x, y=—32=—§x és

ezeket az elsd egyenletbe helyettesitve adddik, hogy x> =4. A megoldashalmaz igy
négy szadmnégyest tartalmaz és ezek a kovetkezok:

(16,2,3),(-1-6,-2,-3),(2,-3,1,-6),(~2,3,-16).

3. Az ABCD négyzet AB oldala felett kifelé félkort szerkesztiink. Ezen a

félkoron melyik az a P pont, amelyre az AP?+CP? a leheté legnagyobb és
mennyi a maximum értéke?
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Megoldéas. A négyzet oldala legyen a hosszusagu es szerkessziink a BC oldal felett
is felkort. Az AB atmér6jii félkor ivén felvesziink egy tetszéleges P pontot és
0sszekotjuk a B ponttal. Ez az egyenes Q pontban metszi a BC atmér6ji ivet. Mivel
a BQC szog derékszog és AP=BQ=x, valamint BP=CQ=y, ezért
PC? :(x+y)2+y2 =X +2y* +2xy .

Ennek alapjan adédik, hogy AP?+PC? = 2(x2 +yP+ xy) = 2(a2 + xy).

Mivel x*+y*=a® konstans, az Xy szorzat pedig akkor maximaélis ha egyenldk a
tényezOk, azaz X=Y :%, vagyis a P pont az AB iv felezOpontja, ezért
AP? + PC* maximalis értéke 3a’.

D a C

S Ge t

4. A tablara felirunk 2019 nullat, 2020 egyest és 2021 kettes szamjegyet.
Minden alkalommal két Kiilonb6zé szamjegyet torlink és helyettik a 0, 1, 2
szamjegy kozil azt az egy szamjegyet irjuk, amely abban a Iépésben nem kerdlt
letorlésre.

a) Bizonyos Iépés utdn maradhat-e csupa nulla sorozat?

b) Amikor a tablan csak egy szamjegy maradt, akkor melyik szamjegyek
lehetnek azok?

Megoldas. Legyen a, =2019, b, =2020, c,=2021. Az a,, b,, c, jelolik rendre az

n-edik 1épés utani 0, 1, illetve 2-es szdmjegyek szamat és ezek minden lépéshen
valtoznak. A kezd6 adatok alapjan a 0 és a 2-esek szdma azonos paritastak és az
egyesek szdméanak paritasa pedig nem egyezik meg ezzel.

a) Feltetelezzik, hogy n lepés utan csak nullak maradtak a tablan, azaz b, =0=c,,

de ez az elébbi paritas vizsgalattal ellentmondo.
b) Ha az n 1épés utan egy szamjegy maradt a tablan, akkor az a,, b,, c, kozil kettd

nulla eés ezek tehat azonos paritastuak, igy a b, =1, tehat az 1 szamjegy maradt a
tablan.
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11. évfolyam

1. Hatarozd meg az 6sszes olyan n természetes szamot, amelyre érvényes, hogy
n+1 n+3, n+7,n+9,n+13 és n+15 mindegyike primszam!

Megoldés. Kezdbhelyzetben n=4 az egyetlen megoldés, ekkor 5, 7, 11, 13, 17,
19 mindegyike primszam.

Vizsgaljuk ki n szam ottel valo maradékosztalyait: 0, 1, 2, 3, 4. Ekkor egyiknek
oOttel kell oszthatonak lennie, de mivel primszam, tehat éppen 6t, akkor n+1=5,
vagyis n=4. n=2-re n+7=9 nem primszam.

ctg x—1tg x

2. Oldd meg az egyenletet: —
3sin X+ C0s 2x

= Ctg2x

. 1
Megoldas. Végezziik el a kdvetkez6 atalakitasokat: tg X =—— és tg2x = -
ctg X 1-tg°X

Ekkor az adott egyenlet igy alakul at:

1-tg°x _ 1-tg®x
tg X-(3sinx+cos2x)  2tgx

Ebbél adodik, hogy 1-tg®x =0 vagy 3sinx+c0s2x=2 és tgx =0.
1.eset: 1-tg°x=0
tgx=+1

X:z+k7r Vv X:—£+k7z, keZ.
4 4

2.eset: 3sin X+C€0s2x =2
3sin x+c0s? x—sin’ x =2
3sinx+1-2sin®x=2
2sin? x—3sinx+1=0

sinx=1 v sinx=1.
Ha sinx =1, akkor tg x =0, de ez lehetetlen.
Ha sinx=%,akkor x=%+2k7z v x=%ﬂ+2k;z, keZ.
Megoldashalmaz:

M = Z+k7z,—£+n7r, Z+2|7r, 5—”+2m7r| keZ,neZleZ,meZ
4 4 6 6

3. Legyenek AB és CD olyan 1 hosszusagu szakaszok, amelyek az O pontban

metszik egymast ugy, hogy AOC/ :% . Bizonyitsd be, hogy AC+BD >1.
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Megoldas. Az adott elemekhez valasszuk E pontot Ggy, hogy CDE haromszdg
szabalyos legyen, és az A és E pontok a CD egyenes ugyanazon oldalan vannak.

Ekkor CDE~Z =COAZ :%, ezért AB parhuzamos ED egyenessel.

B

1

1
1

1

[ -
|

|

1

pe’
Mivel AB=ED, ezért ABDE paralelogramma, s akkor AE =BD .
Alkalmazzuk a haromszdg-egyenlétlenséget az ACE haromszogre:

1=CE<AC+AE=AC+BD,
s igy megkapjuk, amit bizonyitani kellett.

4. Oldd meg a kovetkez6 egyenletet a valos szamok halmazan:
(x2 + x+3)(x2 +3x+3) =3x°

Megoldas. Az egyenlet bal oldalat atalakithatjuk:

(X +x+3)(x* +3x+3) = (X +2x+ 3= x)(X* +2x+3+x) = (x* +2x+3)2 —x2.
Az egyenlet felirhat6 az alabbi alakban:

(x2 +2x+3)2 —x*=3x°

(x2 +2x+3)2 = 4x*

(x2 +2x+3) =2X vagy (x2 +2x+3) =-2X

Az elsé egyenlenek nincs valds megoldasa, mert x* = —3.

a masodik egyenletben x*+4x+3=0 megoldasai x, =-3, x, =-1.

Ezek szerint a megoldashalmaz:
M ={-1,-3}.
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12. évfolyam

1. Bizonyitsd be, hogy minden x valés szamra teljesill a kovetkezé
egyenlotlenség:

XP+T7x%+2>4x3 +2x.

Megoldas. Rendezéssel a kovetkezoket kapjuk:
X+ 7X% +2>4x% +2x
akkor és csakis akkor ha
X' —4x* +7x* —2x+2>0,
azaz

X* —4x3 +6X% —4x+1+ X2 +2x+1=(x—1)4 +(x+1)2 >0,

ahol mindig érvényes a szigor egyenlétlenség, hiszen a kapott negyedik hatvany és
négyzet sosem egyenléek egyszerre 0 -val.

2. Egy derékszogii hiaromszog befogéi folé Kiviilrol négyzeteket rajzoltunk.
Mutasd meg, hogy a haromszog koré irhatd kore atmegy a négyzetek
legtavolabbi csucsait 0sszekoto szakasz felezopontjan.

Megoldés. Legyen adott a derékszogli ABC haromszog, ahol a C csucsndl 1évé szog
derékszdg. Legyen a k kor a haromszdg koré irhatd kore. Legyenek CBEF és
ACGH az emlitett négyzetek, legyen az | pont az EH szakasz felez6pontja,
valamint legyen a J pont a C pont tikorképe a k kor kdzéppontjahoz viszonyitva.
Kdnnyen belathato, hogy a CIJZ derékszog, valamint, hogy a JEH/ és a JHE/
nagysaga 45°. Innen kovetkezik, hogy a JEH haromszog egyenl6 szaru, amelyben a
JI nem csak magassag, hanem egyben sulyvonal is.

3. Jeldlje s(n) az n termeészetes szam szamjegyeinek szorzatat. Létezik-e olyan n
amelyre s(n) =n®-21n—-407?

Megoldas. Mivel az n*-21n—40 masodfokl fiiggvénynek két nullahelye van,
amelyek kozil az egyik negativ, a masik pedig egy 22 és 23 kozotti szam,
megallapithatjuk, hogy n>23. Ugyanakkor, mivel minden n természetes szdmra
teljesiil, hogy s(n)<n, megallapithatjuk, hogy n?’-2In—-40<n, azaz

n>—22n—40<0. Innen kovetkezik viszont, hogy n<23. Azaz, az egyedili
lehetséges megoldés az n =23, amelyre valdban teljestilnek a feladat feltételei.

7 2020

4. Hatarozd meg a szam utols6 4 szamjegyét!

Megoldas. Vegyilk észre, hogy 74 =2401. Ervényes a kovetkez6 egyenl6ség:

)505

505
72 = (74) = 2401 = (1+ 2400 :1+505-1-2400+( ) j-l-5760000+...
Vegyiik észre, hogy az utols6 kiirt tag, valamint az 6t kovetd Osszes tag mindig
legalabb 4 nullara végzddik, azaz nincsenek kihatassal a keresett szam négyjegytli
végzOodésére. A keresett négyjegyll végzddés tehat megegyezik az 1+505-1-2400
szam negyjegyli végzddésével, amely 2001.
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A XVIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
DIJAZOTTJAI

5. évfolyam

. Nagy Martina, Sonja Marinkovic Altalanos Iskola, Szentmihaly, 1. dij

. Zivanac Léna, Cofman Iskola, Szabadka, 1. dij

. Nyilas Zsofia, Arany Janos Altalanos Iskola, Oromhegyes, I1. dij

. Foldi Krizsan Kitty, Ady Endre Kisérleti Altalanos Iskola, Kishegyes, Il dij

. Mészaros Maté, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Altalanos Iskola, Magyarkanizsa I11. dij
. Szab6 Sandor, Stevan Sremac Altalanos Iskola, Zenta, 111. dij

OO~ WN -

. évfolyam

. Zsivanac Beren, Petéfi Sandor Altalanos Iskola, Ujvidék, 1. dij

. Keresztényi Albert, Miroslav Antié¢ Altalanos Iskola, Palics, 11. dij
. Kadvany Julia, Oktdober 18. Altalanos Iskola, Zentagunaras, 111. dij
. Papp Szabolcs, Kokai Imre Altalanos Iskola, Temerin, 111. dij

A wWODNEFEPO

. évfolyam

. Csanadi Petra, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Altalanos Iskola, Magyarkanizsa, |. dij
. Horvath Noémi, Dozsa Gyorgy Altalanos Iskola, Gunaras, 11. dij

. Risti¢ Anna, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Gimnazium, Ujvidék, 1. dij

. Csiszéar Akos, Miroslav Anti¢ Altalanos Iskola, Palics, 11. dij

. Gordos Beéta, Cseh Karoly Altalanos Iskola, Ada, I11. dij

. Kis Botond, Jovan Jovanovié¢ Zmaj Altalanos Iskola, Magyarkanizsa, 111. dij

OO WN PP

. évfolyam

. Dob6 Armin, Jovan Miki¢ Altaldnos Iskola/Cofman Iskola, Szabadka, 1. dij
. Fekecs Csaba, Oktober 18. Altalanos Iskola, Zentagunaras, 1. dij

. Bujak Réka, Jozsef Attila Altalanos Iskola, Kupuszina, 11. dij

. Kratok Bence, Cséki Lajos Altalanos Iskola, Topolya, I11. dij

B WDNEFE O

. évfolyam

. Lapis David, Obecsei Gimnazium, Obecse, 1. dij

. Erdélyi Nimrdd, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
. Szabo Dorina, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
. Fajka Zsdka, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

A~ WD O

10. évfolyam

1. Kémiives Emese, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

2. Somogyi Akos, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

3. Nagygyorgy Zsoka, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
4. Nagy Albert, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

5. Hajagos Orsolya, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

11. évfolyam

1. Gal Jozsef, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

2. Nagy Daniella, Bolyai Tehetséggondozo Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
3. Aprd Dorottya, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
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12. évfolyam
1. Csikos Eniké, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

2. Molnér Déavid, Bolyai Tehetséggondoz6é Gimnézium és Kollégium, Zenta, I1. dij
3. Fabian Viktor, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, I11. dij
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A XIX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

A jarvanyhelyzet miatt kialakult nehéz koriilmenyek ellenére is sikerlt
megszerveznink a versenyt.
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XIX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2021. december 4.

5. évfolyam

1. Hogyan lehet egy négyzetet 10 Kkisebb négyzetre darabolni? Keress 3
kiilonb6z6 megoldast!

2. Egy 15 szamjegybdl allé szamra a kovetkezé allitasok igazak:
a) Barmely négy szomszeédos szamjegy 0sszege 15.

b) Az 6sszes szdmjegy 6sszege 58.

c) A masodik szdmjegy 3-as, a 13. szdmjegy 4 -es.

Ird fel a 15-jegyii szamot!

3. Egy szamokbol allé sorozat kovetkezé elemét ugy kapjuk, hogy ha az elétte
levé elem paratlan, akkor hozzadadunk o6tot, ha pedig paros, akkor elosztjuk
kettével.

a) Ha a sorozat els6 eleme a 7, akkor sorold fel a sorozat elsé 10 elemét!

b) Mi lesz a sorozat 2021. eleme?

4. Egy 5 literes és egy 8 literes edény segitségével hogyan lehet kimérni pontosan
1 liter vizet? (A méréshez rendelkezesiinkre &ll sok viz. Az edényeken nincs
semmilyen beosztas, és az alakjuk is szabdlytalan. Az edényeken Kivil mas
méroeszkoz nem hasznalhatd.)

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XIX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2021. december 4.

6. evfolyam

1. Mihaly a leheté6 legnagyobb Keriiletii csokoladéharomszoggel szeretné
meglepni testvérét idén karacsonykor. A haromszogrél tudjuk, hogy az egyenlé
szaru, valamint azt, hogy oldalai rendre 12x-5, 6x+19 és 3x+67 mm
hosszusaguak. Hatarozd meg a haromszdg oldalainak hosszat, Ugy hogy a
haromszdg kerulete maximalis legyen!

2. Mikulas bacsi olyan régen hasznalta mar telefonjat, hogy elfelejtette annak
feloldd kddjat. Segits neki megtalalni a lehetséges kombinéaciokat, ha a kodrol
tudjuk, hogy egy olyan valédi négyjegyii szam, amelyre igaz, hogy minden
szamjegye Kiilonboz6, a Szdm oszthaté néggyel, elsé és utols6 szamjegyének
0sszege 8, kozépso két szamjegyének osszege pedig 7 .

Hatarozd meg az 06sszes lehetséges kodot, amit a Mikulasnak érdemes
kiprobalnia, azaz a feltételnek megfelel!

(A Mikulés tobbszor is probalkozhat, mint 3 lehetéség, hiszen csak feloldo kodot
kerestiink.)

3. Misi varakozas kdzben nagyon unatkozott és elkezdett azon gondolkodni, hogy
mi lenne, ha tenne egy Iépést hatra, majd tovabbi 2 Iépést hatra, utana 3 Iépést
elore, majd még 4 lépést elore, azutan 5 |épést hatra, és még 6 lépést hatra,
ezutan 7 -et elére, majd 8 -at elore és igy tovabb egészen a 2021. Iépésig.

Készits egy matematikai modellt Misi Iépéseinek kdvetésére (figyelj, hogy az elsé
néhany és az utolsd néhany lépés is szerepeljen a modellben), s hatarozd meg,
hogy ezzel a mddszerrel a 2021. 1épés utan Misi mennyit haladt elére!

4. Mekkora az abran lathatdé Mikulas sapka (satirozott rész)
teriilete, ha tudjuk, hogy a sapkat koriilvevé téglalap keriilete
220 egyseg és az egyik oldal 10 cm-el hosszabb a masik
oldalnél?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XIX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2021. december 4.

7. evfolyam

1. Egy 3x3-as négyzet alaku tablazat mindegyik mezéjébe —2 vagy 1 ertéket
irtak. Ezutan 6sszeadtak soronkeént is, oszloponként is a szamokat. Igazold, hogy
az igy kapott 6 szam kozott biztosan van legalabb két egyenlé!

2. Az ABC haromszdg C csucsnal 1évo szoge 45°-0s. Jelold H -val a haromszdg
magassagpontjat! Bizonyitsd be, hogy a CH = AB egyenldség teljesiil!

3. Egy szamsorozat elsé és masodik eleme is 1-gyel egyenlé. A masodik elemtdl
kezdve a sorozat barmely eleme két szomszédjanak szorzatanal 1-gyel Kisebb.
Mennyi a sorozat elsé 2021 elemének 6sszege?

4. Adott egy 13 cm oldalhosszUsagu négyzet. Ezt a négyzetet kell letakarni 5 db
téglalappal, amelyek:

a) oldalainak hossza cm-ben mérve egész szam;

b) az oldalhosszak kozott 1 cm és 10 cm kdzott minden lehetséges hossz pontosan
egyszer szerepel;

¢) a téglalapok nem loghatnak le a négyzetrol és részlegesen sem fedhetik
egymast.

Abrazold a megoldast!

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XIX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2021. december 4.

8. évfolyam

1. Andor és Bella egy osztalyba jarnak és a kovetkezoket allitjak.
Andor: Otszér annyi lany osztalytarsam van, mint fid.

Bella: Osztalytarsaim kozott négyszer annyi a lany, mint a fid.
Héanyan jarnak az osztalyba?

2. Tukrozzik az ABCD téglalapot a BD atldgjara. A tikrozés utan
AC'=AD=BC’, ahol C' a C pont tukdérképe. Hatarozd meg a téglalap

teruletének nagysagat, ha ismert, hogy AB = 44/3 cm hossz!

3. Egy biivész kalapjaban 11 fehér és 22 sziirke nyuszi van. A szinpadon van
még egy egész kosar sziirke nyuszi. A mutatvany lényege, hogy a biivész
kettesével hazgalja ki a nyuszikat a kalapbdl (nem néz a kalapba). A kévetkezé
3 eset lehetséges:

a) ha mindketté nyuszi sziirke, akkor az egyiket visszateszi a kalapba, a masikat
futni hagyja a szinpadon;

b) ha a két nyuszi kiilonb6zo6 szini, akkor a fehér nyuszi megy vissza a kalapba,
a szurke futkarozhat;

¢) ha két fehér nyuszit huzott ki, akkor mindkettot elengedi a szinpadon és
helyettik betesz egy sziirke nyuszit.

Addig folytatja a nyuszik kihtzasat, mig a kalapban csak egy nyuszi marad
(minden huzés utan eggyel kevesebb nyuszi lesz a kalapban, ezért ez biztosan
bekovetkezik). Ha Ugyes vagy, te mar tudod, hogy ez az utols6 nyuszi milyen
szint.

Ird le a valaszt és indokold is!

4. Egy 30 feladatbol all6 tesztversenyen a helyes valaszért 5 pont jar, a rossz
valaszért pedig 2 pontot levonnak. Ha valaki nem valaszol egy kérdésre, akkor
arra 0 pontot kap. A verseny elsé helyezettje 109 pontot ért el. Hany kérdésre
nem valaszolt a gyéztes?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XIX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2021. december 3.

9. evfolyam

1. Felirtuk a t&blara a természetes szamokat 1-t61 10-ig. Egy lépésben
kivalasztunk két szamot, és elosztjuk 6ket egymassal gy, hogy a hanyados
legalabb 1 legyen. A két kivalasztott szamot letoroljuk, és helyette felirjuk a
hanyados egész részét. (Példaul 7:2=35, a 7-est és a 2-est letoroljuk, és
folirjuk a 3-ast.) Legfeljebb mekkora lehet az utolsonak megmaradt szam?

2. Ha osszeadjuk két egész szam 6sszegét, kiildnbsegét, szorzatat és hanyadosat,
eredménytl 500-at kapunk. Melyik lehet ez a két szdm?

3. Legyen K, L, M és N pont rendre az ABCD tetszileges négyszog AB, BC,
CD es DA oldalanak felezépontja. Bizonyitsuk be, hogy a KM és LN szakaszok
P metszéspontja egyben mindkét szakasznak felezépontja is!

4. Hanyféleképpen lehet kiszinezni négy szinnel az ABCDE szabalyos 6tsz0g
csucsait, ha két szomszédos cstics nem lehet azonos szinii? (Két szinezés
kilonbozének szamit, ha van olyan cstcs, amelyik szine kiilonbozik a két
szinezésben.)

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XIX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2021. december 3.

10. évfolyam

1. Hany olyan pozitiv egész szam van, amelyre igaz, hogy a szamjegyeinek
Osszege és szorzata is egyarant 24 ?

2. Hatarozd meg az 0Osszes olyan X,y pozitiv egész szamot, amelyekre
5¢-3" =16.

3. Egy négyzetet az oldalaival parhuzamos egyenesekkel téglalapokra osztottunk.
Ezeket a téglalapokat sakktablaszeriien feketére és fehérre szineztiink. Kideriilt,
hogy a fekete téglalapok 0osszteriillete megegyezik a fehér téglalapokéval.
Bizonyitsd be, hogy a fekete téglalapok atrendezheték ugy, hogy egyiitt egy
téglalapot alkossanak!

4. Adottak a sikban az ABC és ACO szabéalyos haromszogek. Tekintsuk azt az
O kozépponta kort, amely athalad az A és C pontokon. Bizonyitsd be, hogy e

kor barmely M pontjara érvényes a kovetkezé dsszefiiggés: MA? + MC* = MB”.

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XIX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2021. december 3.

11. évfolyam

1. Otfaluban a telefonszimok otjegyiieck és az elsé szimjegy nem lehet nulla.
Mendnek tartjak azokat a szamokat, amelyeknek jegyei csokkend vagy novekvo
sorrendben kovetkeznek egymas utan. (Igy példaul az 12459 mené szam, de az
11234 és az 10345 nem azok. Hatirozd meg az osszes otfalui mendé
telefonszamok szaméat!

2. Legyen BH az ABC haromsz6g magassagvonala. A k kor kézéppontja a BH
szakaszon van és tartalmazza a B és C csucsokat, valamint ez a kor metszi az
AB szakaszt az E pontban, E = B. Ha az AB szakasz hossza 16, a BC szakasz
hossza 12, hatarozd meg az AE szakasz hosszat!

3. Adott az 4x* —(3a+1)x—a-2=0 egyenlet. Hatarozd meg az acR minden
olyan értekét, amelyre az adott egyenlet x, és x, megoldasaira (gyokeire)

érvényes, hogy i2+%2@. Milyen aeR értékekre lesz az egyenlet mindkét
2

megoldasa (gyoke) a (—1, 2) intervallumban?

4. Oldd meg a sinx+cosx+sinx-cosx=1 egyenletet!

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XIX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2021. december 3.

12. évfolyam

1. Két egymast kovetd primszamot ikerprimeknek neveziink, ha a kozottiik levo
kilénbség 2. Hatarozd meg az dsszes olyan a és b ikerprimeket, a<b,
amelyekre teljesul, hogy az ab+1 szam szamjegyeinek dsszege 7.

2. Oldd meg a Kkovetkez6 egyenletet az egész szamok halmazaban:
2021x* =12y* +47°.

3. Adott az ABCD trapéz. A trapéz alapjaira Kiviilrél egy-egy téglalapot
rajzolunk, amelyek egybevagéak, a trapéz szaraira pedig szintén Kkiviilrél
négyzetet rajzolunk. Bizonyitsd be, hogy ezeknek a téglalapoknak és
négyzeteknek a kdzéppontjai egy Ujabb négyzetet hataroznak meg.

4. Adott az X ={1,2,..,n} halmaz. Legyen F={A,A, .., A} olyan halmaz,
amelyre minden i=1,2,...,m esetén A < X , valamint minden 1<i< j<m esetén
A N A; <2. Hatarozd meg az m legnagyobb lehetséges ertéket!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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A XIX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

5. évfolyam

1. Hogyan lehet egy négyzetet 10 Kisebb négyzetre darabolni? Keress 3
kiillonb6z6 megoldast!

Megoldas. (Létezik még néhany kiilonb6z6 megoldas.)

2. Egy 15 szamjegybdl allé szamra a kovetkez6 allitasok igazak:
a) Barmely négy szomszédos szamjegy 0sszege 15.

b) Az 6sszes szdmjegy 6sszege 58.

c) A masodik szamjegy 3-as, a 13. szamjegy 4 -es.

Ird fel a 15-jegyii szamot!

Megoldéas. Ha barmely 4 szomszédos szamjegy 0sszege 15, akkor, ha az elsé négy
szdmjegy abcd , akkor a kovetkezének a-nak kell lenni (merta b+c+d -t ez egésziti
Ki 15-re), és a folytatasban ugyanezen az elven a szamjegyek ismétlédni fognak.
Tehéat a szam alakja: abcdabcdabcdabc .

Mivel az abcd szamjegyek Osszege 15, ezért az abc szamjegyek 0Osszege
58-3-15=13,igy d =2.

A c) feltételbél b=3 és a=4, tehat a még hidnyzo6 szdmjegy c=6.

Igy a 15-jegyii szam a: 436243624362436 .

3. Egy szamokbol allo sorozat kovetkezd elemét igy kapjuk, hogy ha az elétte
levé elem paratlan, akkor hozzaadunk o6tot, ha pedig paros, akkor elosztjuk
kettovel.

a) Ha a sorozat els6 eleme a 7, akkor sorold fel a sorozat elsé 10 elemét!

b) Mi lesz a sorozat 2021. eleme?

Megoldés. Ha az els6 elem a 7, amely paratlan, akkor a 2. elema 12, majda 3. a
6, és igy tovabb...

a7,12,6,3,8,4,2,1,6, 3.

b) A nyolcadik elemtél hatosaval ismétlédnek a szamok. Igy a 2021. tagja a
sorozatnak a 8 szam lesz, hiszen, ha az els6 két elemet elvessziik, akkor az ismétl6déd
elemeknél a 2019 . szamot keressuk. 2019:6 =336, és a maradék 3.

4. Egy 5 literes és egy 8 literes edény segitségével hogyan lehet kimérni pontosan
1 liter vizet? (A méréshez rendelkezésiinkre all sok viz. Az edényeken nincs
semmilyen beosztas, és az alakjuk is szabdlytalan. Az edényeken Kivil mas
méroeszkoz nem hasznalhatd.)
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Megoldas. Ontsiik tele a 8 literes edényt, majd ontsiik tele ezzel a vizzel az 5 literest,
amit utana dritstink ki. Ekkor a 8 literes edényben marad 3 liter viz. Ezt Ontsik at az
5 literesbe, toltsiik tele Gjra a 8 literest, és toltsiik tele beldle az 5 literest (2 litert
ontiink bele). Igy a 8 literes edényben 6 liter viz marad. Az 5 literest Gritsik ki,
majd toltsuk tele a 8 literesbdl, igy a 8 literes edényben 1 liter viz marad. A tablazat
mutatja, hogy az egyes lépések utdn melyik edényben mennyi viz van.

5 literes 0 0 5 0 3 3 5 0 5
8 literes 0 8 3 3 0 8 6 6 1
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6. évfolyam

1. Mihaly a leheté6 legnagyobb Keriiletii csokoladéharomszoggel szeretné
meglepni testvérét idén karacsonykor. A haromszogrél tudjuk, hogy az egyenlé
szaru, valamint azt, hogy oldalai rendre 12x-5, 6x+19 és 3x+67 mm
hosszusaguak. Hatarozd meg a haromszog oldalainak hosszat, ugy hogy a
haromszdg kerulete maximalis legyen!

Megoldas. Mivel a feladat nem irja eld, hogy melyik két szar egyenld, igy meg kell
nézni minden esetet.
l. eset: 12x—-5=6x+19

6x =24

X=4
lgy az oldalak 43, 43, 79 mm hosszisagliak, a Kkeriillet pedig
K =79+43+43=165 mm.
Il. eset: 12x—-5=3x+67

Ix=72

X=38
lgy az oldalak 91, 91, 67 mm hosszlsaguak, a keriilet pedig
K =91+91+67 =249 mm.
I11. eset: 6x+19=3x+67

3x=48

x=16
Az oldalak 115, 115, 187 mm hosszUusdguak, a kerllet pedig
K =115+115+187 =417 mm.
A harom eset kivizsgalasabol lathatjuk, hogy a legnagyobb keriiletet a 115, 115, 187
oldalt hdromszdg adja meg, méar csak annyi a dolgunk, hogy leellendrizziik 1étezik e
ilyen haromszdg.
A haromszogegyenldtlenség 115+115>187 alatdmasztja, hogy 1ézetd eset.

2. Mikulas bacsi olyan régen hasznalta mar telefonjat, hogy elfelejtette annak
feloldé kodjat. Segits neki megtalalni a lehetséges kombinaciokat, ha a kodral
tudjuk, hogy egy olyan valddi négyjegyli szam, amelyre igaz, hogy minden
szamjegye Kiilonboz6, a szdm oszthato néggyel, elsé és utolsé szamjegyének
0sszege 8, kozépsé két szamjegyének Osszege pedig 7 .

Hatarozd meg az &sszes lehetséges kddot, amit a Mikuldsnak érdemes
kiprébalnia, azaz a feltételnek megfelel!

(A Mikulés tobbszor is probalkozhat, mint 3 lehetéség, hiszen csak feloldo kodot
kerestink.)

Megoldas. Mivel a szam 4 -gyel oszthat6 kell, hogy legyen, igy vizsgalhatjuk a sz&m
végzddéseit (20, 40, 60, 12, 32, 52, 72, 92, 04, 24, 44, 64, 84, 16, 36, 56,
76, 96, 08, 28, 48, 68, 88), tehat az utolsd szdmjegy lehet 0, 2, 4, 6, 8.

Mivel az elsé es az utolsd szdmjegy 6sszege 8-at kell, hogy adjon igy a 8 nem allhat
az utolso helyen, hiszen akkor az els6 helyre 0 kerlilne, akkor pedig nem lenne 4
jegyli a szam. A 4-est is kizarhatjuk az utolsO szamjegy helyérdl, hiszen 4+4
esetében a szdmjegyek ismétlddnének, ami nem megengedett.

Sziikitettiik a lehetséges eseteket az utolsdé szdmjegy helyére, mégpedig 0, 2, 6
esetekre.
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Az abcd szdm eseten, ha

1) d =0, akkor a feltételek szerint a=8, valamint ¢ =4, ahonnan b=3 vagy c=2,
ahonnan b =5, vagy c=6, ahonnan b =1, tehat a kod lehet 8340, 8520 vagy 8160.
2) d =2, akkor a feltételek szerint a=6, valamint ¢ =1, ahonnan b =6, ami nem j9,
hiszen a 6-os ismétlédik vagy c=3, ahonnan b=4 vagyc=>5, ahonnan b=2, ami
nem joO, hiszen a 2-es ismétlédik vagy c=7, ahonnan b=0. A lehetséges
kombinaciok 6432 és 6072.

3) d =6, akkor a feltételek szerint a=2, valamint ¢ =1, ahonnan b =6, ami nem o,
hiszen a 6-os ismétlédik vagy ¢c=3, ahonnan b=4 vagyc=5, ahonnan b=2, ami
nem joO, hiszen a 2-es ismétlédik vagy c=7, ahonnan b=0. A lehetséges
kombinaciok 2436 és 2076.

3. Misi varakozas kdzben nagyon unatkozott és elkezdett azon gondolkodni, hogy
mi lenne, ha tenne egy Iépést hatra, majd tovabbi 2 Iépést hatra, utana 3 Iépést
elére, majd még 4 lépést elére, azutan 5 lépést hatra, és még 6 lépést hatra,
ezutan 7 -et elére, majd 8 -at elére és igy tovabb egészen a 2021. Iépésig.

Keészits egy matematikai modellt Misi 1épéseinek kovetésére (figyelj, hogy az elsé
néhany és az utolsdé néhany lépés is szerepeljen a modellben), s hatarozd meg,
hogy ezzel a mddszerrel a 2021. 1épés utan Misi mennyit haladt elére!

Megoldas. Kisérjuk Misi lépéseit eljeles szamokkal, a — hatra, a + eldre.
Eszrevehetjiik, hogy két egymast kovetd 1épést megy hatra, majd a két rakovetkezot
pedig eldre, ez egy négyes ciklust jelent Misi lépéssorozatdban, igy meg tudjuk
allapitani az utolsé lépések irdnyat is. 2021=2020+1=505-4+1, azaz a 2021.
[épést hatra teszi meg. A kapott modell pedig a kdvetkezo:
-1-2+3+4-5-6+7+8-9-10+11+12—---—2017 — 2018+ 2019+ 2020 — 2021
Nincs mas dolgunk, mint 6sszeadni ezt a 2021 darab kiilonboz6 szamot. Vizsgaljuk a
felfedezett 4-es ciklusokat, azaz —1-2+3+4=4, ahogyan a -5—-6+7+8=4.
Eszrevehetjilk, hogy minden négyes blokk 6sszege pontosan 4. 505 darab ilyen
blokkunk van, ami azt jelenti, hogy 505-4=2020. Ebb6l a 2020 -bol még ki kell
vonni a 2021-et, igy a lépéssorozat 0sszegeként —1-et kapunk. Azaz Misi egy ilyen
jatékos menetelés soran minddssze egy lépést haladt volna héatra kiindulépontjahoz
képest.

4. Mekkora az abran lathaté Mikulds sapka (satirozott
rész) teriilete, ha tudjuk, hogy a sapkat koriilvevo téglalap
kerllete 220 egység és az egyik oldal 10 cm-el hosszabb a
masik oldalnal?

Megoldas. Elészor is szamoljuk ki a téglalap oldalainak |
hosszat.

K =2(a+b) kihasznélva az oldalak kézotti 6sszefuggeést:

K=2(a+a+10)  behelyettesitve az ismert értéket kapjuk,

hogy:

220=4a+20 ahonnan
4a =200 azaz

a =50 egység.
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Megkaptuk, hogy az egyik oldal 50 egység, a masik oldal pedig 60 egysegnyi
hosszU. A kapott adatokat bejelolhetjiik az abran, egyértelmii, hogy a révidebbik oldal
a téglalap alapja, a hosszabbik pedig a magassdga. Megvizsgalva a segédhalot,
egyértelmiien megallapithato, hogy egy Kis négyzetracs oldala 10 egységnek felel
meg. Ettél kezdve mar nagyon konnyii dolgunk lesz, a sapka alsé része 5 db kis
négyzetbdl all, igy ennek a tertilete 5-100 =500 egységnégyzet. A bojt is egyértelmil,
hiszen éppen egy négyzetnyi, melynek terllete 100 egysegnégyzet. A haromszdg
tertletét is konnyedén kiszamolhatjuk akkor is, ha a h&romszdg terlletszdmitasi
modjat még nem ismerjik. Szedjuk szét két darab haromszogre, melynek teriletei
éppen egy 4 negyzetnyi teglalap fele, illetve egy 4-4=16-0s négyzet fele. Ezek

4-100 16-100

terlilete rendre =200 és =800 egysegnégyzet. A sapka terilete pedig

a vizsgalt részek teruletének Osszege, azaz 500+100+200+800=1600
egységnegyzet.
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7. évfolyam

1. Egy 3x3-as négyzet alaku téblazat mindegyik mezdjébe —2 vagy 1 értéket
irtak. Ezutan dsszeadtdk soronként is, oszloponként is a szdmokat. Igazold, hogy
az igy kapott 6 szam kozott biztosan van legalabb két egyenlé!

Megoldéas. Soronként és oszloponként is 3-3 szdm keril a tablazatba. Az 6sszeg
szempontjabol a sorrend lenyegtelen, ezért négyféle elrendezés lehetseges:

a) nincs egyes: ebben az esetben az dsszeg —2+(-2)+(-2)=-6;
b) 1 db egyes van: 1+(-2)+(-2)=-3;
c) 2 dbegyes van: 1+1+(-2)=0;

d) 3 dbegyesvan: 1+1+1=3.
Mivel csak négy kiilonbozé eredmény kaphato, biztosan lesz az eredmények kozott
olyan, ami ismétlddik (skatulyaelv).

2. Az ABC haromszdg C csucsnal 1évo szoge 45°-0s. Jeldld H -val a hdromszdg
magassagpontjat! Bizonyitsd be, hogy a CH = AB egyenldség teljesiil!

Megoldas. I. eset, ha ABC hegyesszogii haromszog. Nevezzik D-nek az A
cstcshdl a BC oldal egyenesére bocsatott magassagvonal talppontjat. Az ACD
haromszog egyenldszart derékszogi haromszog, mivel az egyik hegyesszoge 45°-0s.
Kimondhatjuk, hogy CD=AD.

Figyeljik meg a CDH és az ADB haromszogeket. Mindkét haromszégnek van egy
derékszoge, az egyik befogojuk egybevdgd (CD = AD), valamint az egybevagd
befogéhoz tartozd hegyesszogeik merdleges szarG szogek, tehat egyenléek. Igy a
SzOSz tétel alapjan kimondhatd, hogy a két haromszog egybevagd. Ebbol kovetkezik,
hogy az atfogoik is egybevagoak, azaz CH = AB . (bal oldali &bra)

Il. eset, ha ABC tompaszogii haromszog. A jobb oldali dbrén lathatd, hogy az |.
esetben leirt érvelés itt is megallja a helyét.

3. Egy szamsorozat elsé és masodik eleme is 1-gyel egyenlé. A masodik elemtdl
kezdve a sorozat barmely eleme két szomszédjanak szorzatanal 1-gyel kisebb.
Mennyi a sorozat elsé 2021 elemének 6sszege?

Megoldas. A sorozat els6 néhanyeleme: 1,1, 2, 3,2,1,1, 2, 3, 2,1,1,...
Lathatd, hogy a szamok Otosével ismétlddnek. Az els6 2021 elem 404 ilyen
ciklusbol és még egy egyesbdl all. Az 6tos ciklus elemeinek 0sszege 9, ezért az elsd
2021 elem Osszege S =404-9+1=3637.
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4. Adott egy 13 cm oldalhosszisagu négyzet. Ezt a négyzetet kell letakarni 5 db
téglalappal, amelyek:

a) oldalainak hossza cm-ben mérve egész szam;

b) az oldalhosszak kozott 1 cm és 10 cm kozott minden lehetséges hossz pontosan
egyszer szerepel;

¢) a téglalapok nem loghatnak le a négyzetrol és részlegesen sem fedhetik
egymast.

Abrazold a megoldast!

Megoldés. Vegyuk észre, hogy az 5 téglalaphoz pontosan 10
mérészamot kaptunk, tehat a téglalapoknak nincs olyan téglalap-
paros, aminek lenne megegyez6 hosszusagu oldala.

Abban ez esetben ha a négyzet egyik oldaldra haromféle téglalapot
is 1illesztenénk, olyan helyzet allna el6, ami nem fedhetd le a
maradék két téglalappal (1&sd a jobb oldali &bran).

Tehat gyorsan rajoviink, a négyzet minden oldalan 2 -2 téglalap elemeit latjuk, igy az
otodik téglalap valahol a négyzet belsejében foglal majd helyet. A 13 ket (1-t61 10-ig
terjedd) szam Osszegeként a kovetkez6 modokon irhato fel: 10+3, 9+4, 8+5 és
7+6. Lathato, hogy igy a kimaradé 1 cm és 2 cm hosszu oldalak alkotjak a kdzépen
1év6 téglalapot. Hogy ez elférjen odabenn, a 10+3 mddon felosztott oldallal szemben
a 9+4 szerepeljen (1 az eltérés a hosszok kdzott). A mésik két paros: 8+5 és 7+6
szintén egymassal szemben helyezhetd el mivel 7—-5=2, ami a kozépso téglalap
hosszabb oldalat alkotja.

Két lehetséges megoldas létezik:

5 8 6 7

10 9| |10 9
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8. évfolyam

1. Andor és Bella egy osztalyba jarnak és a kovetkezoket allitjak.
Andor: Otsz6r annyi lany osztalytarsam van, mint fi.

Bella: Osztalytarsaim kozott négyszer annyi a lany, mint a fid.
Héanyan jarnak az osztalyba?

Megoldés. Legyen | a lanyok, f pedig a fiuk szama.
Andor allitasa alapjan felirhaté az 5(f —1)=1 egyenlet. Bella llitdsa alapjan pedig
az | -1=4f egyenlet. Oldjuk meg az egyenletrendszert.
5f-1=5
—4f+1=1
Osszeadva a két egyenletet adodik, hogy f =6. Ezt behelyettesitve a masodik

egyenletbe azt kapjuk, hogy —24+1=1, azaz | =25.
A kapott egyenletrendszernek tehat egy megoldasa van. A filk szama 6, a lanyokeé
25, azaz 31 tanulo jar az osztalyba.

2. Tukrozzik az ABCD téglalapot a BD atldgjara. A tikrozés utan
AC'=AD=BC', ahol C' a C pont tiukorképe. Hatdrozd meg a téglalap

tertiletének nagysagat, ha ismert, hogy AB =4+/3 cm hossz(!

Megoldés. A tlkrozés utdn egy szabalyos hatszdget kapunk, mivel a tukrozott
csucsok is a téglalap koriilirt korére esnek, valamint adott, hogy az oldalai egyenld
hosszusaguak. A szabalyos hatsz6g rovidebb atldja adott: AB=43cm. Az ABD
haromszog szogei: 30°,60° és 90° . A félszabalyos haromszogek tulajdonsagainak
felhasznalasaval kénnyen kiszamolhatd, hogy a téglalap révidebb oldala AD =4 cm.

A téglalap terilete tehat: T =4-4+/3 =16+/3 cm?.

An’

3. Egy biivész kalapjaban 11 fehér és 22 sziirke nyuszi van. A szinpadon van
még egy egész kosar sziirke nyuszi. A mutatvany lényege, hogy a biivész
kettesével huzgalja ki a nyuszikat a kalapbol (nem néz a kalapba). A kovetkezo
3 eset lehetséges:

a) ha mindkett6 nyuszi sziirke, akkor az egyiket visszateszi a kalapba, a masikat
futni hagyja a szinpadon;
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b) ha a két nyuszi kiilonboz6 szint, akkor a fehér nyuszi megy vissza a kalapba,
a szurke futkarozhat;

¢) ha két fehér nyuszit huzott ki, akkor mindkettot elengedi a szinpadon és
helyettik betesz egy sziirke nyuszit.

Addig folytatja a nyuszik kihuzésat, mig a kalapban csak egy nyuszi marad
(minden huzés utan eggyel kevesebb nyuszi lesz a kalapban, ezért ez biztosan
bekdvetkezik). Ha tgyes vagy, te mar tudod, hogy ez az utolsé nyuszi milyen
szinii.

Ird le a valaszt és indokold is!

Megoldés. A vaélasz: fehér.

A leirt szabaly szerint a szlirke nyuszik szdma a kalapban minden Iépésben eggyel
valtozik: vagy csokken, vagy novekszik. A fehér nyuszik szama viszont a. és b. alatt
leirt esetekben nem valtozik, a c. alatti esetben viszont kettével csokken. Tehat a fehér
nyuszik szd&ménak parossdga nem valtozik. Mivel kezdetben 11 (pératlan szamu)
nyuszi van a kalapban, a fehér nyuszik szama a mutatvany soran a kdvetkezoképpen
alakulhat: eleinte 11 fehér nyuszi, aztan 9, 7, 5, 3...

Tehat ha paratlan szdmu nyuszi van a kalapban, akkor biztosak lehetiink abban, hogy
paratlan szamu fehér és paros szdmu szlirke van benne. Innen kdvetkezik, hogy egy
nyuszi esetén fehér nyuszirol van szo.

4. Egy 30 feladatbdl all6 tesztversenyen a helyes valaszért 5 pont jar, a rossz
valaszért pedig 2 pontot levonnak. Ha valaki nem valaszol egy kérdésre, akkor
arra 0 pontot kap. A verseny elsé helyezettje 109 pontot ért el. Hany kérdésre
nem valaszolt a gyoztes?

Megoldés. Mivel 109=5-21+4, ezért a jo véalaszok szdma legaldbb 22. A rossz
valaszok szama igy legfeljebb 8 lehet, vagyis 16 pontnal tébbet nem vonhattak le.
Mivel 150—-16=134=5-26+4, a helyes valaszok szama nem lehet tébb 26 -nal.

A j6 valaszok szdma pératlan szam kell, hogy legyen, mivel péaros szamot kivonva a
végsd pontszam paratlan.

fgy két lehetségiink maradt:

1) A j6 vélaszok szdma 23.

Ekkor a rossz valaszok szama &2_109 =3, és 4 kérdésre nem valaszolt.
2) A jo vélaszok szama 25.
. . 25-5-109 . . .
Ekkor a rossz valaszok szdma T:& ami lehetetlen, hiszen a jo és rossz

valaszok szamanak 0sszege legfeljebb 30 lehet.
A verseny gy6ztese tehat 4 kérdésre nem valaszolt.
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9. évfolyam

1. Felirtuk a t&blara a termeészetes szamokat 1-t61 10-ig. Egy lépésben
kivalasztunk két szamot, és elosztjuk oket egymassal gy, hogy a hanyados
legaldbb 1 legyen. A két Kkivalasztott szdmot letoroljuk, és helyette felirjuk a
hanyados egész részét. (Példaul 7:2=35, a 7-est és a 2-est letoroljuk, és
folirjuk a 3-ast.) Legfeljebb mekkora lehet az utolsonak megmaradt szam?

Megoldés. Mivel a hényados legaldbb egy, igy mindig a kivalasztott szamok
nagyobbikat osztjuk el a kisebbel. Az a és b szdm osztasakor, mivel b legaldbb egy,
igy a héanyados legfeljebb a lehet, vagyis ha kivélasztok két szamot, a legjobb
esetben a maximumukat tudom a helyikbe irni. A tiz szdm maximuma 10, igy végdl
legfeljebb 10-et kaphatok. Es ez valoban meg is kaphato: Toroljiik le elészor a 2-3,
4-5, 6-7, 8-9 parokat. Ekkor a kovetkezé szamok maradnak: 1,1,1,1,10. Most a

10-et osszuk el sorban az 1-esekkel. Igy elértiik, hogy utolsé szamnak a 10-es
maradjon.

2. Ha 0sszeadjuk két egész szam 6sszegét, kilonbségét, szorzatat es hanyadosat,
eredménytl 500-at kapunk. Melyik lehet ez a két szam?

Megoldéas. A két szam legyen x és y. Nyilvan y =0, hiszen az y -nal osztani is kell.
Ekkor
(Xx+y)+(x—y)+xy+x:y=500, azaz 2x+xy+x:y=500. Innen kiemeléssel

kapjuk: x(2+ y+£j=500. Mivel az x egész szam, igy a zaroOjeles kifejezés is
y

egész, azaz a tort miatt y==1. Ha y=1, akkor x=125. y=-1 esetén nem kapunk
megoldast. A tovabbiakban foltesszlik, hogy y = —1. Ebben az esetben a szorzat csak
Ugy lehet egész szam, ha az x szorzd leegyszertsiti az y-t, azaz x=Kky, ahol k
egész szam. Ekkor

2
ky[2+ y+£j:500<:> kyzer—ijl
y

=500 < k(y+1)° =500.

A bal oldal masodik tényez6je miatt keressiik az 500 négyzetszam osztoit: 1, 4, 25,
100. Tovabbi probalkozasainkat foglaljuk 6ssze egy tablazatba:

( y+ 1)2 1 1 4 4 25 25 100 100
y+1 1 -1 2 -2 5 -5 10 -10
y 0 -2 1 -3 4 —6 9 -11
nem lehet mar volt
k 500 125 125 20 20 5 5
X —-1000 125 =375 80 -120 45 -55

A megoldésok tehat: (~1000,-2), (125,1), (-375,-3), (80,4), (~120,-6), (45,9),
(-55,-11).
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3. Legyen K, L, M és N pont rendre az ABCD tetszdleges négyszog AB, BC,
CD és DA oldalanak felezopontja. Bizonyitsuk be, hogy a KM és LN szakaszok
P metszéspontja egyben mindkét szakasznak felezépontja is!

Megoldas. Felhasznalva azt az ismert tételt, amely szerint minden paralelogramma
atloi felezik egymast, elegendd belatni, hogy a KLMN négyszég paralelogramma.
Ehhez elegendé megmutatnunk, hogy a KLNM  négyszdg szemkdzti oldali
parhuzamosak.

Az MN szakasz parhuzamos az AC szakasszal, mivel az MN az ACD haromszdg
kdzépvonala. Hasonloan belathatd, hogy az LK szakasz ugyancsak parhuzamos az
AC szakasszal, igy az MN szakasz is parhuzamos az LK szakasszal. Hasonl6an
bizonyithatdé ML és NK parhuzamossaga is. Mivel a KLMN négysz6g szemkozti
oldalai parhuzamosak, ezért ez a négysz6g paralelogramma, és igy atléi felezik
egymast.

4. Hanyféleképpen lehet kiszinezni négy szinnel az ABCDE szabalyos 0tszdg
csucsait, ha két szomszédos cstics nem lehet azonos szinii? (Két szinezés
kiillonbozének szamit, ha van olyan csics, amelyik szine kiilonbozik a két
szinezésben.)

Megoldéas. Kiulénbdztessiink meg harom esetet.

I. Az A ésa C cstics azonos szinii.

Il. Az A ésa C csucs nem azonos szinii, de A és D igen.

I11. Az A és C csucs nem azonos szinti, és A és D sem.

Az |. esetben A és C négyféleképpen szinezhetd, B haromféleképpen, D
haromféleléppen és E kétféleképpen (mivel két szomszédja kiillonboz6 szinil). Ez
0sszesen 4-3-3-2=72.

A 1l. esetben A eés D négyféleképpen szinezhetd, B haromfélekeppen, C
kétféleképpen és E haromféleképpen, ami dsszesen 4-3-2-2=72.

A 111 esetben A négyféleképpen szinezhet6, B haromféleképpen, C kétféleképpen
(mivel az A szinét sem veheti fol), D kétféleképpen (hasonl6 okbdl kifolydlag, mint
C) és E is kétféleképpen szinezhet6: 4-3-2-2-2=96.

A vélasz: 72+72+96 =240 maddon lehet kiszinezni a csucsokat a feltétel szerint.
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10. évfolyam

1. Hany olyan pozitiv egész szdm van, amelyre igaz, hogy a szamjegyeinek
0sszege és szorzata is egyarént 24 ?

Megoldéds. A keresett szamokban eléforduld szamjegyek lehetséges értéke
1,2,3,4,6,8 a szorzatra vonatkozo feltétel alapjan. A szamjegyek nem ndvekvod
sorrendben a kovetkezOk lehetnek az dssszegre adott feltétel alapjan:

8,3 es13db 1-es,

6,4 és 14 db 1-es,

6,2,2 és 14 db 1-es,

4,3,2 és 15 db 1-es,

3,2,2,2 es 15 db 1-es,
Az 0t lehetséges esetben a megoldasok szama rendre E, @, ﬂ, @, 19

131 141 21141 151 1513!

Osszesen tehat 15-14+16-15+17-8-15+18-17-16+19-17-16-3 = 22890 szam van.

2. Hatarozd meg az 0Osszes olyan X,y pozitiv egész szamot, amelyekre
5¢-3" =16.

Megoldés. Az egyenletet 4 -es modulus szerint vizsgalva latjuk, hogy y péaros, 3-as
modulus szerint vizsgalva pedig x péaros volta dertl ki. Legyen x=2m, y=2n, és

alakitsuk szorzatta: 5°" —3°" = (5”‘ +3" )(5m —3“) =16. Mivel az elsé szorzdtényezd

pozitiv egész, a masodik is pozitiv és egyik sem nagyobb 16-nal. Ezért csak m=1
lehetséges, igy n=1 azonnal adddik. Az egyenletnek tehat egyetlen megoldasa van,

az (x,y)=(2,2).

3. Egy négyzetet az oldalaival parhuzamos egyenesekkel téglalapokra osztottunk.

Ezeket a téglalapokat sakktablaszeriien feketére és fehérre szineztiink. Kiderult,

hogy a fekete téglalapok &ssztertilete megegyezik a fehér téglalapokéval.

Bizonyitsd be, hogy a fekete téglalapok atrendezheték ugy, hogy egyiitt egy

téglalapot alkossanak!

Megoldés. Legyen a négyzet oldaldnak hossza x. Adjuk — —F

0ssze minden masodik vizszintes sav szélességét és minden

paratlanadik fliggéleges sav szélességét. Ha az igy kapott }\
}4

értékek vy, illetve z akkor a sotét részek Osszterlilete o Yy
2

X " o leLeAe ek

> = y(x—2)+(x—y)z. Rendezés és szorzatté alakitas utan )

az (x—2y)(x—2z)=0 egyenlethez jutunk. Tehat y és z —-\T‘Z-/u
kozll legalabb az egyik g-vel egyenld. Innen mar egyszeriien adodik a feladat

allitasa, mert tertiletének fel sotét a masik fele vilagos téglalap.
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4. Adottak a sikban az ABC és ACO szabalyos haromszogek. Tekintsuk azt az
O kozéppontu kort, amely athalad az A és C pontokon. Bizonyitsd be, hogy e

kor barmely M pontjara érvényes a kovetkezé osszefiiggés: MA® + MC® = MB?.

Megoldés. Forgassuk el az M pont kérul —60°-kal az ABC haromszoget, illetve a B
koril 60°-kal C-t. A pontok képei legyenek A,B,,C, illetve X. Az ABB és

BCM  haromszogek egybevagoak, mert midketten egybevagoak az XBB,
haromszoggel. Az elébbit BB felezopontja koriil kell 180°-kal, az utdbbit B korl
kell 60°-kal elforgatni, hogy XBB, -be jusson. Ezért AB=MC. Az AAB ¢és

MAC haromszogek egybevagoak, hiszen az A pont korul egymasba forgathatéak. A
kertileti szogek tétele alapjan AMC£=30° igy AAB~Z=30°. De AAM szabalyos

haromszdg, igy MAB derékszogili haromszog, amelyre Pitagorasz-tételt alkalmazva
megkapjuk, hogy MA? +MC? = MB?, mivel MA = MA és AB=MC.
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11. évfolyam

1. Otfaluban a telefonszimok otjegyiiek és az elsé szimjegy nem lehet nulla.
Mendnek tartjak azokat a szamokat, amelyeknek jegyei csokkeno vagy novekvo
sorrendben kovetkeznek egymas utan. (Igy példaul az 12459 mené szam, de az
11234 és az 10345 nem azok. Hatarozd meg az osszes otfalui mend
telefonszamok szamat!

Megoldés. Ha a szamjegyekbdl kivalasztunk 5-6t, akkor ezekbdl pontosan egy

10
csokkend mend telefonszamot készithetiink és ezek szama (5 j =252. A ndvekvod

10
mend telefonszamokban nem lehet a 0, ezért ezek szama ( 4 j =126 . Tehat 0sszesen

378 mend telefonszam van.

2. Legyen BH az ABC haromsz6g magassagvonala. A k kor kézéppontja a BH
szakaszon van és tartalmazza a B és C csucsokat, valamint ez a kor metszi az
AB szakaszt az E pontban, E#B. Haaz AB szakasz hossza 16, a BC szakasz
hossza 12, hatarozd meg az AE szakasz hosszat!

Megoldas. Legyen O pont a k
kor kozéppontja, és jeldlje
ABC«Z=p,BACL=a, ACBL=y
a haromszog Dbelsé szogeit.
Ekkor OBC«/=90°—y és mivel
BOC haromszog egyenld szarq,
ezért OCB«£=90°-y. Tehat a
BOC haromszog belsé szogei
BOC«£=180°—-2-(90°—y) =2y .
A BOCZ kozépponti szognek
BECZ kerileti szog felel meg,
azaz BEC«Z=y Ezek alapjan
ABCa~CBEa hasonlo
haromszdgek, mert a B csucsnal kézos szoguk van.

Tehat megfelelé oldalaik aranyosak: E_CE::% , vagyis BE=9. Végll pedig
AE=AB-BE=7.

3. Adott az 4x* —(3a+1)x—a-2=0 egyenlet. Hatarozd meg az acR minden
olyan értékét, amelyre az adott egyenlet x, és X, megoldasaira (gyokeire)

érvényes, hogy i2+%2%. Milyen aeR értékekre lesz az egyenlet mindkét
2

megoldasa (gyodke) a (—1, 2) intervallumban?
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Megoldés. Ha az a=-2, akkor a megoldasok kulonbdznek nullatol és a Viéte-

s X, - X, :—a%z . Ekkor

] . 3a+1
szabaly alapjan x, + X, =

i+i XX (X1+X2)2 —-2%%, 9a*+14a+17
XX XX XX, (a+2)"

Mivel az (a+2)°>0, ezért a feltétel atalakul 9(9a’ +14a+17)> 40(a+2)’
formaba, vagyis 41a® —34a—7>0, amelynek a megoldasai —411 és 1, ez alapjan az

egyenl6tlenség megoldasi halmaza (—oo, —%J u[l, +oo). Ez alapjan

ae(—oo, —2)u(—2, —411}\)[1, +oo).
Legyen f(x)=4x*-(3a+1)x—a—-2, ha a megoldasok a (-1, 2) intervallumban

vannak, akkor f(-1) és f(2) egyezé eldjelti, vagyis f(-1)- f(2)>0, valamint a
3a+1

parabola cslcsa a (-1, 2) intervallumban van, azaz -1< <2 és

f(-1)- f(

3a+1

j<0. Mivel az f(—l):2a+3 és  f(2)=-7a+12, és

2
f(3a8+1j:_9a +i:a+33, ezért (2a+3)(-7a+12)>0, —3<a<h5,
2
W.(2a+3)>0 . Ezek kozos megoldasa ae(—g, %)

4. Oldd meg a sinx+cos x+sinx-cosx=1 egyenletet!

7 - , . N 2 .
Megoldés. Legyen a sinx+cosx=t, és mivel a (sm x+cosx) =1+2siN XCOS X,

akkor sin x-cos x :%(t2 —1). Az egyenlet alakja t* + 2t —3=0. Ennek megoldasai az
1 és a —3, de ez utébbi nem lehet, mert sinx+cosx>-2. Tehat a megoldas

sinx+cosx=1, azaz sinx:l—cosx:Zsinzg, ahonnan 23in§cos§:25in2§,
X X X
ezért smE:O , ahonnan x=2kz, keZ , vagy th=1:>E:Z+m7r, meZ ,

amibdl a megoldas X:%+2m7r, meZ .

Masik modon, sinx+cosx=1= gsin x+gcosx :%, akkor az addicios tétellel
sin(x+%)=§:> x+%:%+2n7z, neZ és ezért x=2nz, neZ, vagy

x+%=37”+2n7r, neZ ,ahonnan x:%+2n7z, nez.
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12. évfolyam

1. Két egymast kovetd primszamot ikerprimeknek neveziink, ha a kozottiik levo
kilénbség 2. Hatarozd meg az dsszes olyan a és b ikerprimeket, a<b,
amelyekre teljesul, hogy az ab+1 szdm szamjegyeinek dsszege 7 .

Megoldés. Egy megoldas létezik a=3, b=5. Megmutatjuk, hogy nincs tobb
megoldds. Minden 3-nél nagyobb primszamrol ismeretes, hogy felirhato 6k +1
alakban. Ha a és b ikerprimek, akkor valamely k természetes szamra pontosan

a=6k-1 és b=6k+1. Ekkor ab+1:(6k—1)(6k+1)+1:36k2—1+1:36k2. Ez a

szdm viszont biztosan oszthatd 9-cel, azaz a szdmjegyeinek 6sszege is legalabb 9,
tehat nem létezik méas megoldas.

2. Oldd meg a Kkovetkez6 egyenletet az egész szamok halmazaban:
2021x* =12y° +47°.

Megoldas. Egy megoldas az (Xx,y,z)=(0,0,0). Megmutatjuk, hogy nem létezik
masik megoldas. Legyen (X,,Y,.2,) egy az el6z6tdl eltéré megoldas. Ekkor
2021x,° =12y’ +4z,’.

Ismeretes, hogy a négyzetszamok harommal vald osztasi maradéka 0 vagy 1. Ekkor
az el6bbi egyenléség bal oldalanak harommal vald osztasi maradéka 0 vagy 2, még a
jobb oldal harommal val6 osztadsi maradéka 0 vagy 1. Konnyen belathato, hogy

megoldas csak akkor létezik, ha a jobb oldal és a bal oldal is oszthat6 3-mal, azaz, ha
X, €s 1z, is oszthatd harommal. Legyen x,=3x és z,=3z. Ekkor az el6zd

egyenldség felirhato:

2021-9-x’ =12y; +4-9-27.
Ha mindkét oldalt elosztjuk 3-mal, akkor a kovetkez6t kapjuk:

2021-3-x; =4yZ +4-3-2.
Azaz, y, is oszthato 3-mal, vagyis y, = 3y,. Ekkor

2021-3-x/ =4-9-y +4-3-27,
ahol, ha ismét elosztjuk mindkét oldalt 3-mal a kovetkezot kapjuk:
2021} =12y} +4z}

Tehat ha egy (xo, Yo zo) szdmhéarmas megoldasa az adott egyenletnek, akkor az

(%y—;%’) szamharmas is megoldasa az egyenletnek. Analég maddon belathatd, hogy

ekkor barmely k természetes szdm esetén az (;—55—82—2) szamharmas is megoldasa az
adott egyenletnek. Mivel csakis egész szamokrdl van sz0, ezért az egyetlen olyen

szamharmas, amely kielégiti az adott feltételeket csak a (0,0,0).

3. Adott az ABCD trapéz. A trapéz alapjaira Kkiviilrél egy-egy téglalapot
rajzolunk, amelyek egybevagoak, a trapéz szaraira pedig szintén Kkiviilrél
négyzetet rajzolunk. Bizonyitsd be, hogy ezeknek a téglalapoknak és
negyzeteknek a kdzéppontjai egy ujabb négyzetet hataroznak meg.

239



Megoldés. Legyenek F és H a negyzetek csicsai, G a trapéz alatti | pedig a
trapéz feletti téglalap csicsa. Konnyen belathato, hogy az F kozéppontu 90°-os
elforgatds a G pontot az | pontra képezi le, akércsak az, hogy a H kdzéppontu 90" -
os elforgatas az | pontot a G pontra képezi le. Tehdt az FGHI négyszdgben
IF=FG, GH =HI, valamintaz F és G csticsoknal 1év6 szogek derékszogiliek. Ez
a konfigurécio csak akkor letezhet, ha FGHI négyzet.

4. Adott az X ={1,2,..,n} halmaz. Legyen F={A,A,,.., A} olyan halmaz
amelyre minden i=1,2,...,.m esetén A c X , valamint minden 1<i< j<m esetén
A N A; £2. Hatarozd meg az m legnagyobb lehetséges ertéket!

Megoldas. Az F halmaz tartalmazhatja az X halmaz 0sszes legfeljebb 3 elemii

n n n n
részhalmazat, azaz m > (0}{1}{2}{3] . Mutassuk meg, hogy ez egyben felsé

korlat is az m értékére. Ezt ugy fogjuk megtenni, hogy bebizonyitjuk, hogy ha F egy
maximalis elemszdm( halmazrendszer, akkor nem tartalmazhat négy- vagy attol
tobbelemli halmazt. Tegyiik fel az ellenkez6jét, hogy F -ben van egy legalabb
négyelemi halmaz. Ekkor ezt a halmazt kicserélhetjiik az 6 Osszes haromelemi
részhalmazara. Ezek a halmazok biztosan nem szerepelnek F -ben, mert kilénben
létezett volna F -ben haromelemii metszet. Igy viszont ellentmondashoz jutottunk
azzal a ténnyel, hogy F egy maximalis elemszamu halmazrendszer.
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A XIX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
DIJAZOTTJAI

5. évfolyam

. Balazs Piri Kevin, Karéasz Karolina Altalanos Iskola, Horgos, 1. dij

. Bakota Aron, Oktober 10. Altalanos Iskola, Szabadka, I. dij

. Leopold Kata, Jovan Jovanovié¢ Zmaj Altalanos Iskola, Magyarkanizsa, 1. dij
. Szebenyi Antonia, Karasz Karolina Altalanos Iskola, Horgos, I1. dij

. Kopunovié Edina, Hunyadi Janos Altalanos Iskola, Csantavér, 111. dij

. Kurnyak Zs6fia, Ady Endre Kisérleti Altalanos Iskola, Kishegyes, 111.dij

OO~ WN -

. évfolyam

. Zsivanac Léna, Cofman Iskola, Szabadka I. dij

. Nagy Martina, Sonja Marinkovi¢ Altalanos Iskola, Szentmihaly, 11. dij

. Foldi Krizsan Kitty, Ady Endre Kisérleti Altalanos Iskola, Kishegyes, I1. dij

. Mészéaros Maté, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Altalanos Iskola, Magyarkanizsa, 111. dij
. Varga Martin, Kokai Imre Altalanos Iskola, Temerin I11. dij

O, O

. évfolyam

. Zsivanac Beren, Petéfi Sandor Altalanos Iskola, Ujvidék, 1. dij

. S6vény Petra, Pet6fi Sandor Altalanos Iskola, Hajdujaras, 11. dij

. Keresztényi Albert, Miroslav Anti¢ Altalanos Iskola, Palics, I1. dij

. Kadvany Jilia, Oktober 18. Altalanos Iskola/ Cofman Iskola, Zentagunaras, 111. dij

A WODNEFE

. évfolyam

. Pletikoszity Martin, Testvériség Egység Altalanos Iskola, Bajsa, |. dij

. Csiszéar Akos, Miroslav Anti¢ Altalanos Iskola, Palics, I. dij

. Csanédi Petra, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Altalanos Iskola, Magyarkanizsa, I. dij

. Risti¢ Anna, Jovan Jovanovié¢ Zmaj Gimnazium, Ujvidék, 11. dij

Téglas Déra, Constantinum Katolikus Ovoda, Altalanos Iskola, Gimnézium,
Technikum, Kiskunfélegyhaza, 11. dij

6. Retkes Emma, Constantinum Katolikus Ovoda, Altalanos Iskola, Gimnazium,
Technikum, Kiskunfélegyhaza, 111. dij

7. Radi Gellért, Constantinum Katolikus Ovoda, Altalanos Iskola, Gimnazium,
Technikum, Kiskunfélegyhaza, 111. dij

8. Kis Botond, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Altalanos Iskola, Magyarkanizsa, I11. dij

U~ wWN R

9. évfolyam

1. Vician Mark, Oroshazi Tancsics Mihaly Gimnazium és Kollégium, Oroshaza, 1. dij
2. Kratok Bence, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

3. Fekecs Csaba, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

4. Huszta Kristof, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

10. évfolyam

1. Erdélyi Nimrod, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

2. Szab0 Dorina, Bolyai Tehetseggondoz6 Gimnazium es Kollégium, Zenta, 11. dij

3. Téth Katarina, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

4. Fajka ZsoOka, Bolyai Tehetséggondozo Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

5. Kalmar Krisztina, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij
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11. évfolyam

1. Kémiives Emese, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
2. Torok Csongor, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
3. Balazs Balint, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
4. Toth Norbert, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

12. évfolyam

1. Gl Jézsef, Bolyai Tehetséggondozd Gimnézium és Kollégium, Zenta, |. dij

2. Apré Dorottya, Bolyai Tehetséggondoz6é Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

3. Nagy Daniella, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnézium és Kollégium, Zenta, I11. dij

4. Irimids Mark, Oroshazi Tancsics Mihaly Gimnazium és Kollégium, Oroshaza, 111. dij
5. Ag6 Gergely, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
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Pillanatkép a tanuldkrol.

242



A XX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

A jubilaris XX. Fekete Mihaly Emlékverseny versenybizottsaganak tagjai.
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XX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2022. december 3.

5. évfolyam

1. Pisti 90 db cukorkat vitt be sziletésnapjan az iskolaba, hogy osztalytarsait
megajandekozza. A cukorkak csomagolasa piros, sarga és z6ld szinii volt. A piros
és a sarga cukrok szama 64, a sarga és a zold sziniieké pedig 49. Az egyes
szinekbdl hany cukrot vitt az iskolaba Pisti?

2. A 2023 olyan évszam, amelyben haromféle szamjegy szerepel: 0, 2, 3. Hany
olyan évszdm van a XXI. szdzadban, amelyben szintén haromféle szamjegy
szerepel?

3. Hany reszre osztja fel a sikot két (nem feltétlentl egyforma) haromszog?
Vizsgald meg az 6sszes esetet!

4. Az 5. osztily tanuléi osztalyfonokiikkel kirandulast szerveznek, de nem
tudjak eldonteni, hogy Palicsra, Ujvidékre vagy Belgradba menjenek. 13 tanuld
szeretne Palicsra menni, 14 Ujvidékre, 13 pedig Belgradba. 5-en vannak, akik
szivesen mennének Palicsra és Ujvidékre is, 6-an mennének Palicsra és
Belgradba, 4-en pedig Ujvidékre és Belgradba. Egy tanulé mindharom helyre
elmenne, 5 tanuld viszont nem akar kirandulni. Hany gyerek jar ebbe az
osztalyba?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2022. december 3.

6. evfolyam

1. Mikuléas bacsi egy doboz cukorkéat kapott névnapjara, melynek egy 6todét fel
is falta mar els6é nap. Masodik nap megette a megmaradt rész felét és megkinalta
két kedvenc kismandjat, akik fejenként két-két szemet vettek el. Ekkor a
dobozban maradt még 12 szem cukorka. Mennyi cukorka volt eredetileg a
dobozban, és mennyit evett meg a Mikulas az els6 napon?

2. Niki és Misi azon tanakodnak, hogy ha egy téglalapba berajzoljak a téglalap
egyik atlojat, valamint az atlé egy belsé pontjan at parhuzamost hiznak az
oldalakkal (lasd abra), akkor a két satirozott rész teriilete egyenld lesz. Segits
bebizonyitani nekik ezt az allitast!

3. Az iskolai karacsonyfadiszités utin a karacsonyi gombokbél 700 gomb
kimaradt. Misi eldontéotte, hogy épit beléle egy 12 rétegii gombpiramist. A
piramis a kovetkezé jellemzokkel rendelkezik: alapja négyzet alaku, a gombok
egyforma méretiiek, az épités soran négy gomb tetejére egy gombot tesziink, a
legfelsé réteg egyetlen gombbdl all. Elég lesz-e Misinek és baratainak a
megmaradt 700 gomb egy 12 szintes piramis felépitésére? Tudnanak-e esetleg
nagyobb piramist épiteni?

4. Misi sziletésnapjara egy marcipanbevonatl meglepetéstortat kapott
barataitdl, melynek mérete 16 cmx16 cmx16 cm. Fel tudja-e osztani 16
egybevagd (egyforma) téglatestre 8 véagassal (sikkal) a tortat? Amennyiben
sikertl Misinek ilyen médon feldarabolni a tortat rajzold le a kis szelet (téglatest)
testhalojat, hatarozd meg az éleinek hosszat, végul hatarozd meg mennyi a
térfogata egy ilyen szeletnek!

A kapott téglatestek kozott nem tesziink kilonbséget a diszités miatt.

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2022. december 3.

7. evfolyam

1. Mihaly apé puttonya mézes pogacsaval van tele. Kivesziink beldle 11-et, és
ebbdl 9-et egy dobozba, 2-t pedig egy talba tesziink. Ujra kivesziink 11-et, az
elébbi médon elosztjuk, majd ezt addig folytatjuk, mig a puttonyban mar csak 9
mézes pogacsa marad.

Ekkor a tal tartalmat kezdjik felosztani hasonloképp: egyszerre 11-et
markolunk beléle, ebbél 9 egy tasakba kerll, 2 pedig egy tanyérra, egészen
addig mig a tdnyéron 66 pogacsa nem lesz, a talban viszont csak 3 marad. Hany
meézes suti volt Mihaly ap6 puttonyaban eredetileg?

2. Egy nagy tarsasagba jofejek és fiillentok jottek ossze. A jofejek mindig igazat
mondanak, a fiillenték viszont mindig fulletenek.

a) Egy kerek asztal koré Kilencen iilnek le. Valaki megkérdezi 6ket, hogy milyen
természetii emberek kozott iilnek. Mindenki ugyanazt a valaszt adja: ,,az egyik
szomszédom jofej, a mdsik fiillent6”. Hany jofej és hany fiillenté iilhet az
asztalnal? Van-e tobbféle megoldéas?

b) Mi a helyzet abban az esetben, ha egy 7 fés asztal koriil kapjuk ugyanezeket a
valaszokat?

Ebben az esetben van-e tobbféle megoldas?

c) Altalanos esetben (tetszoleges szamu személy iil az asztal korul) mi a
megoldas?

3. Adott az (1+ 1)-(& l)-(ﬂ E)(H lj . ...~(1+ ij-(u Ej kifejezés.
2 3 4 5 n-1 n

Tehét, ha n=2, akkor a kifejezés értéke g lesz.

a) Mennyi a kifejezés értéke, ha n=5?
b) Ha tudjuk, hogy a Kkifejezés értéke 2022, hany tényezé alkotja a szorzatot?

4. Az ABC haromszog Kkiilsé szogfelezo egyenesei (a Kiilsé6 szogek

szimmetriatengelyei) egy olyan haromszoget alkotnak, aminek a belsé szogei
30°,70° és 80°-osak. Hatarozd meg az ABC haromszog belso szogeit!

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2022. december 3.

8. évfolyam

1. Egy négyjegyii szam kozépsé szamjegyeit letoroljiik. Az igy kapott kétjegyii
szam az eredeti szam 99-ed része. Melyik lehet ez a négyjegyii szam?

2. Az abran lathaté négyzetben szakaszfelezo pontok dsszekotésével kaptuk meg
a 9cm® teriiletii sziirke haromszoget. Hatirozd meg a négyzet terliletének
nagysagat!

3. Egy hangya egy 2cm, 3cm és 5cm oldalélii téglatest egyik csticsan pihen.
Szeretne eljutni a téle legtavolabbi csuicshoz a lehetoé legrovidebb tton a téglatest
felszinén haladva. Hatarozd meg ezt az Gtvonalat és szamold ki a hosszUsagat!

4. Fekete Mihaly, versenylink névaddja abbc-ben szlletett Zentan, és adef -ben

Jeruzsalemben hunyt el fa évesen. 1dén agc éves lenne. Hatarozd meg Fekete
Mihaly szuletésének és haldlanak évét, ha a, b, ¢, d, e, f és g kiilonbo6zé
szamjegyeket jeldlnek!

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2022. december 3.

9. evfolyam

1. Egy sportversenyen 15 csapat vett részt, és minden csapat minden csapattal
egyszer mérkézott meg. A gyozelemért 3, a dontetlenért 2, a vereségért 1 pont
jart. A verseny végén minden csapatnak més volt a pontszama, az utolsé csapat
21 pontot szerzett. 1gaz-e, hogy a gyodztes csapat legalabb egyszer dontetlent
jatszott?

2. Keressiik meg az osszes olyan kétjegyii szamot, amelyre igaz, hogy ha a szamot
elosztjuk a szdmjegyei szorzataval, akkor a hanyados 5, a maradék 2.

3. Egy derékszogii haromszogben az atfogohoz tartozé magassag a hegyesszogek
szogfelezoivel olyan o és [ hegyesszogeket zar be, melyek aranya 2:3.

Mekkorak a derékszogii haromszog hegyesszogei?

4. Legyen az X, X,,..., X,p, €9esz szamok szorzata 1.
a) Bizonyitsd be, hogy az X, + X, +...+ X,y,, 05Szeg nem oszthato 4 -gyel!

b) Szamoljuk ki az [xl +ij[xz +ij...(xzozz +ij kifejezes lehetséges értékét!
X2 XS Xl

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.
Jé munkat!
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XX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2022. december 3.

10. évfolyam

1. Bizonyitsd be, hogy az n=99...900...025 szdm, amelyben k darab 0 és 9
szamjegy szerepel, minden k természetes szam esetén négyzetszam!

2. Oldd meg a kovetkezo egyenletet a primszamok halmazan: 2x+3y+6z =78.

3. Bizonyitsd be, hogy abban a derékszogii hiaromszéogben, amelynek egyik

hegyesszbge 15°-0s, az atfogohoz tartozé magassag az atfogd negyedével egyenld.
Szamitsd ki a haromszdg teruletét az atfogo fuggvényében!

4. A tablan a kovetkezd hidnyos egyenlet all x°+..x° +..x+...=0. Két jatékos
felvaltva ir a kipontozott helyekre valés szamokat egyiitthatonak. Az els6 jatékos
célja:

a) olyan egyenletet kapni, amelynek pontosan egy valds gydke van,

b) olyan egyenletet kapni, amelynek harom, nem feltétleniil kiilonb6zo, valés
gyoOke van.

Megakadalyozhatja-e ebben az els6é jatékost a masodik jatékos kiilon az a) és
kilon a b) esetben?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2022. december 3.

11. évfolyam

1. Oldd meg az B N egyenletet!
sinX  COSX

2. Az ABC derékszogii haromszogben a két befogo 6sszege 410, az atfogoéra
hazott magassaga 3. Hatarozd meg a hdromszdg oldalainak hosszat!

3. Harom primszam szorzata az Osszegiik otszorosével egyenlé. Add meg az
0sszes lehetséges megoldast!

4. Mivel egyenlé az S =f (ij+ f (Lj++ f (@j+ f (1) osszeg, ha
2022 2022 2022

4%
=27

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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XX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2022. december 3.

12. évfolyam

1. Hatarozd meg azokat a primszamokat, amelyekre teljestl, hogy a kdbukhez
egyet hozzaadva egy szam természetes szam négyzetét kapjuk!

2. Legyen a T pont az ABC haromszog koré irhato korének egy tetszéleges
pontja. Legyenek T,,T,, T, pontok rendre a T pont tengelyes tikrozéssel kapott

képei a BC, AC, AB egyenesekhez viszonyitva. Bizonyitsd be, hogy a T,,T,,T.
pontok kollinearisak!

3. Bizonyitsd be, hogy minden x,y,z pozitiv valés szamra teljesiil a kovetkezo
egyenldtlenség:
xy’2® +y2*xC + 2Py’ <Py + v + 2%,

4. Hanyféleképpen toltheté ki egy 2022x2023-as tabldzat 1 és —1 szamokkal
agy, hogy minden sorban és minden oszlopban a szamok szorzata 1 legyen?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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A XX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

5. évfolyam

1. Pisti 90 db cukorkat vitt be szlletésnapjan az iskolaba, hogy osztalytarsait
megajandékozza. A cukorkak csomagolasa piros, sarga és zold szini volt. A piros
és a sarga cukrok szama 64, a sarga és a zold sziniieké pedig 49. Az egyes
szinekbdl hany cukrot vitt az iskolaba Pisti?

Megoldas. A cukrok szamat p, s, z-vel jelolve felirhatjuk a kovetkez6 egyenleteket:
p+s=064
S+2=49.
Az egyenleteket 0sszeadva p+s+s+z=113, és miutdn p+s+z=90, igys=23,
p=41¢ész=26. 23 db sarga, 41 db piros es 26 db z6ld csomagolasu cukorkat vitt
Pisti az iskolaba.

2. A 2023 olyan évszam, amelyben haromféle szamjegy szerepel: 0, 2, 3. Hany
olyan évszdm van a XXI. szdzadban, amelyben szintén haromféle szamjegy
szerepel?

Megoldas. A XXI. szdzadban minden évszdm 20 -szal kezdédik. Igy a lehetséges
esetek:

(1) 2, 0 és toliik kiilonbozo két egyforma szamjegy.

Ilyen szam a 2011, 2033, 2044, ..., 2099 — 6sszesen 8 db.

(2) 2, 0, 0 és egy toliik killonbozé szamjegy.

Ilyen szam a 2001, 2003, 2004, ..., 2009 és 2010, 2030, 2040,..., 2090, 2100 —
0sszesen 17 db.

(3) 2, 0, 2 és egy toliik kiilonboz6 szamjegy.

Ilyen szdm a 2021, 2023, 2024, ..., 2029 és 2012, 2032, 2042, ..., 2092 -
0sszesen 16 db.

Tehat 6sszesen 41 db ilyen évszdm van a XXI. szazadban.

3. Hany részre osztja fel a sikot két (nem feltétlentl egyforma) haromszog?
Vizsgéld meg az Gsszes esetet!

Megoldés. A lehetséges esetekre példak:

AN

3 reész 4 rész 5rész

6 rész 7 rész 8 rész




Megjegyzés: Ha megengedjik, hogy a két haromsz6g azonos legyen és egymason
helyezkedjen el, akkor két részre is lehetne osztani a sikot.

4. Az 5. osztaly tanuléi osztalyfonokiikkel kirandulast szerveznek, de nem
tudjak eldonteni, hogy Palicsra, Ujvidékre vagy Belgradba menjenek. 13 tanuld
szeretne Palicsra menni, 14 Ujvidékre, 13 pedig Belgradba. 5-en vannak, akik
szivesen mennének Palicsra és Ujvidékre is, 6-an mennének Palicsra és
Belgradba, 4-en pedig Ujvidékre és Belgradba. Egy tanulé mindharom helyre
elmenne, 5 tanuld viszont nem akar kirandulni. Hany gyerek jar ebbe az
osztalyba?

Megoldas. A harmas metszett6l indulva téltsik ki a halmazabrat. Az az 5 tanuld, aki
nem szeretne kirdndulni menni, csak az osztaly halmazba kerll bele. Ezutan a két-két
halmaz altal létrejott metszeteket toltjik ki, persze kivonva azt az egy tanulot, aki
mindharom kiranduldson szivesen részt venne. Végul pedig kitdltjuk a halmazabra
azon a részeit, ahova azon tanulok szamat irjuk, akik csak egy-egy uticélt jeldltek
meg.

Palics: 13—(5+1+4)=3

Ujvidék: 14—(3+1+4)=6
Belgrad: 13—(5+1+3)=4
A beirt szdmokat dsszeadva 31-et kapunk, tehat ebbe az osztalyba 31 tanuld jar.

5. osztaly

4 ™)
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6. évfolyam

1. Mikuléas bacsi egy doboz cukorkéat kapott névnapjara, melynek egy 6todét fel
is falta mar els6é nap. Masodik nap megette a megmaradt rész felét és megkinalta
két kedvenc kismandjat, akik fejenként két-két szemet vettek el. Ekkor a
dobozban maradt még 12 szem cukorka. Mennyi cukorka volt eredetileg a
dobozban, és mennyit evett meg a Mikulas az elsé napon?
Megoldas. Jel6ljik a cukorkak szamat x -szel.
X .
e Elso napon megette a cukorkdk egy 6todét, azaz — -0t.
L . . 1 4x 2x ,
e Masodik napon a maradék felét, azaz > 55 részét.
e Adott a mandknak 4 szemet.
e Maradt 12 szem.
A fenti megallapitasokbol felirhato a kovetkezd egyenlet:
Xy 2X +4+12=x.
5 5
Az egyenletet rendezve a kovetkezoket kapjuk:

3—X+16:x
5

2
5

X=40.

Tehat 40 cukorka volt a dobozban, és ebbdl a Mikulas az elsé napon 8 darabot evett

16

meg.

2. Niki és Misi azon tanakodnak, hogy ha egy téglalapba berajzoljak a téglalap
egyik atlojat, valamint egy az atlo egy belsé pontjan at parhuzamost huznak az
oldalakkal (lasd abra), akkor a keét satirozott rész terilete egyenlé lesz. Segits
bebizonyitani nekik ezt az allitast!

Megoldés. Eldszor is nevezziik el a fontos pontokat az abrankon.

D G C
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Egy téglalap atloja két egybevagd haromszogre osztja fel a a négyszoget, az igy
kapott haromszogek terllete pedig megegyezik.
Az ABCD téglalap esetén ABCA = ACDA, ezért T,,., = Taepp = T

Az AHPE téglalap eseten AHPA = APEA, ezért T, = Tpe, = L.

Az PFCG téglalap eseten PCFA=PCGA, ezért T, = Toces = Ly

Valamint azt is tudjuk, hogy

Tasca = Tarea T Torca + There: ahonnan: Trerr = Tasca ™ Taea = Toraa =1 — 4= 1.
Tacon = Tapea + Tocon + Tepcn - ahonnan:

Teroo = Tacoa = Tapea = Tpcan =t — L= 1,
Tehat a ket satirozott rész tertilete megegyezik egymassal.

3. Az iskolai karacsonyfadiszités utan a karacsonyi gombokbél 700 gdmb
kimaradt. Misi eldontotte, hogy épit beldle egy rétegii gombpiramist. A piramis
a kovetkezo jellemzokkel rendelkezik: alapja négyzet alaku, a gdmbok egyforma
méretiiek, az épités soran négy gomb tetejére egy gombot tesziink, a legfelsé
réteg egyetlen gombbdl all. Elég lesz-e Misinek és baratainak a megmaradt 700
gomb egy 12 szintes piramis felépitésére? Tudnanak-e esetleg nagyobb piramist
épiteni?

Megoldas. A legfelsd, azaz a 12. réteg 1 gdmbot tartalmaz, mely alatt a 11. rétegben
4 gomb talalhato. Ha megvizsgaljuk a 11. réteget oldalnézetb6l, akkor 2 gdmbot
latunk, igy a kepzeletbeli négyzet oldala 2 gombnyi, terllete pedig 4 gémbnyi. A
kovetkezo rétegben, azaz a 10.-ben oldalrél nézve a piramist, a 2 gémb ald 3 gdmb
kerll, és mivel négyzet alapu, igy a rétegben felhasznalt gémbok szdma 9 lesz.
Hasonléan gondolkodhatunk a tovabbi rétegek esetén is. Visszafelé haladva minden
réteg ,,oldala” egy gémbbel novekszik, megallapithatjuk, hogy lényegében az n. réteg
elkészitéséhez (12—n+1)? gomb sziikséges. Nézziik meg rétegenkeént:
réteg gémb darabszam

12. 1
11. 22=4
10. =9
9. 42 =16
8. 52 =25
7. 6° =36
6. 77 =49
5. 8> =64
4. 9’ =81
3. 10% =100
2. 112 =121
1. 122 =144

Miutan kiszamoltuk, hogy egy adott réteg hany darab gombdt tartalmaz 6ssze kell
adnunk a rétegekben levé gémbok szamat, azaz, az els6 12 szam négyzetdsszeget,
ami nem mas, mint 144+121+100+81+64+49+36+25+16+9+4+1=650 gomb.
Nagyobb piramist mar nem tudnanak épiteni, mivel ahhoz még 169-50, azaz 119
gbmb kellene.
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4. Misi sziletésnapjara egy marcipanbevonati meglepetéstortat kapott
barataitdl, melynek mérete 16 cmx16 cmx16 cm. Fel tudja-e osztani 16
egybevago (egyforma) téglatestre 8 véagassal (sikkal) a tortat? Amennyiben
sikerdl Misinek ilyen mddon feldarabolni a tortat rajzold le a Kis szelet (téglatest)
testhalojat, hatarozd meg az éleinek hosszat, végul hatarozd meg mennyi a
térfogata egy ilyen szeletnek!

A kapott téglatestek kozott nem tesziink kilonbséget a diszités miatt.

Megoldas. Szimbolizaljuk a vagasokat egy-egy sikkal. Gondoljuk at, hogyan
kaphatunk 16 darab egybevag0 téglatestet. Ha csupa parhuzamos sikkal szeretnénk
feldarabolni egybevago részekre a tortat, akkor 15 darab sikra volna sziikségiink, ami
egyrészt paratlan szam, masrészt tobb, mint amennyi sik a rendelkezésunkre all.
Ahhoz, hogy péaros szamu sikkal paros szamu egybevagd darabokra osszuk fel a
tortat, legalabb egy sik merdleges kell, hogy legyen a tobbi sikra, s ez a sik meg fogja
duplazni a parhuzamos sikok altal meghatarozott egybevago szeletek szdmat.

Tehat %azaz 8 egybevago szeletet kell 1étrehoznunk 8—1=7 sik segitsegevel.

A 7 sik pontosan 8 egybevagd szeletre tudja osztani a tortat, melyet ha egy olyan
mer6leges sikkal vagunk el, mely a torta mélységének felénél halad at, akkor
megkaphatjuk a 16 darab egybevago szeletet, tehat Misi el tudja osztani igazsagosan
a tortat.

Egy ilyen szelet, ami egy téglatest kiteritett haloja a
kovetkezoképpen néz Ki:

Dimenzidi: 2cm x 8cm x 16 cm.

Térfogata: V = abc =2-8-16 = 256cm®.
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7. évfolyam

1. Mihaly apé puttonya mézes pogacsaval van tele. Kivesziink beléle 11-et, és
ebbdl 9-et egy dobozba, 2-t pedig egy talba tesziink. Ujra kivesziink 11-et, az
elébbi modon elosztjuk, majd ezt addig folytatjuk, mig a puttonyban mar csak 9
meézes pogacsa marad.

Ekkor a tal tartalmat kezdjik felosztani hasonloképp: egyszerre 11-et
markolunk beldle, ebbél 9 egy tasakba kerll, 2 pedig egy tanyérra, egészen
addig mig a tdnyéron 66 pogacsa nem lesz, a talban viszont csak 3 marad. Hany
mezes suti volt Mihaly ap6 puttonyaban eredetileg?

Megoldéas. Mivel a tdnyéron 66 pogacsa van, innen tudjuk hogy 33-szor tettiink bele
pogacsat. Tehat a tasakban 9-33, azaz 297 pogécsa van. Kiszamithatd, hogy a talban
a felosztas el6tt 297 +66+3=366 pogacsa volt. Mivel ide is kettesével raktuk a
pogacsékat, igy tudjuk, hogy 183 alkalommal nydltunk bele a puttonyba. Tehat ott
183-11+9=2022 pogacsa volt eredetileg.

2. Egy nagy tarsasagba jofejek és fiillentok jottek ossze. A jofejek mindig igazat
mondanak, a fiillent6k viszont mindig fiilletenek.

a) Egy kerek asztal koré Kilencen iilnek le. Valaki megkérdezi 6ket, hogy milyen
természetii emberek kozott iilnek. Mindenki ugyanazt a valaszt adja: ,,az egyik
szomszédom jofej, a mdsik fiillent6”. Hany jofej és hany fiillent6é iilhet az
asztalnal? Van-e tobbféle megoldéas?

b) Mi a helyzet abban az esetben, ha egy 7 fos asztal koriil kapjuk ugyanezeket a
valaszokat?

Ebben az esetben van-e tobbféle megoldas?

¢) Altalanos esetben (tetszoleges szamiu személy iil az asztal koriil) mi a
megoldas?

Megoldas. a) Valasszunk ki egy személyt, és tegyiik fel rola, hogy ¢ fiillentd. A
szerepe miatt vagy mindkét szomszédja flillentd, vagy mindkettd jofej. Ha mindketten
jofejek, az 6 szomszédaik jofejek kell hogy legyenek, hisz igazat mondtak amikor azt
mondtak, hogy az egyik szomszédjuk fiillentd, a masik jofej. Ezeknek a jofejeknek
mar fiillentd szomszéd kell. Ezeknek a fiillent6knek jofej a masik szomszédjuk is, hisz
0k hazudnak. Ezzel a kor be is zarult, és megkaptuk a felsd abran lathato iilésrendet.
A 9 6 kozott 6 jofej és 3 fiillentd van.

A masik eset, hogy a kiinduldé helyen iild fiillenté személy mindkét szomszédja
fiillent6. Ebben az esetben az 6 masik szomszédaik is fiillentok, és igy tovabbhaladva
kiderul, hogy lehetséges az az eset is, amikor mind a 9 személy fillent.

b) Induljunk ki megint abbdl, hogy a megfigyelt személy fiillent. Az a) pont alatt
leirt mddon gondolkodva felsorakoztathatjuk egymas mellé a jofejeket és a
fiillentdket, de amikor a kor bezarulna, ellentmondashoz jutunk. A kérddjelekkel jelolt
mezdben 1év6 személynek a mellette iil6 jofej allitdsa szerint fiillentének kell lennie,
mig a fiillent6 szomszéd allitasa miatt 6 egy jofej. Tehat csak abban az esetben jutunk
helyes gondolatmenethez, ha az asztal koriil csupa fiillentd iil.

c) Altalanos esetben:

Akérhanyan iilnek az asztal koriil, mindig el6fordulhat, hogy mindannyian fiillentok.
Ha az asztal koriil il6k szama oszthaté 3-mal, akkor lehetséges, hogy a kétharmaduk
jofej, egyharmaduk pedig fiillentd, és a felsé abran abrazolt helyzetben iilnek az asztal
koriil: minden fiillentdnek két jofej szomszédja van.
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Ha az asztal koriil ilok szama nem oszthaté harommal, csakis fiillentok tilhetnek az
asztal korll. Egyeb feltételezések esetén ellentmondasba Utkdzink.

3. Adott az (1+ lj-(u 1j~(1+ lj(ﬂ lj . ...~(1+ ij-(“ Ej kifejezés.
2 3 4 5 n-1 n

Tehat, han=2, akkor a kifejezés értéke g lesz.

a) Mennyi a kifejezés értéke, ha n=5?
b) Ha tudjuk, hogy a kifejezés értéke 2022, hany tényezo alkotja a szorzatot?

Megoldas.

2 3 4 5) 2345
b) (1+1j-(1+1)(1+lj-(ulj-..n(ljtij-(“lj: 2022, tehat
2 3 4 5 n-1 n

345 ‘n_n+1

Innen: nT“Ll=2022, ahonnan n+1=4044. Tehat a szorzatnak n-1, azaz 4042

tényezoje van.

4. Az ABC haromszog Kkiilsé szogfelezo egyenesei (a Kiils6 szogek
szimmetriatengelyei) egy olyan haromsziget alkotnak, aminek a belsé szogei
30°,70° és 80°-osak. Hatarozd meg az ABC haromszog belso szogeit!

Megoldas. Legyenek az ABC haromszdg A, B és C csucsanal 1évo belsd szogei
rendre «, B és y, a nekik megfeleld kiils6 szogek pedig o, B, és y,. Az o, sz0g

felezGegyenese az EF , a S, sz0gé az FD , a y, szog felezdje pedig az ED egyenes.

4 n
1

Figyeljik meg az ACE haromszoget! Ennek a belsd szogei > ,valamint az E

cstcsnal 1évé 70°-0s sz0g.
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Tehat %+%+70° =180". Tudjuk, hogy a haromszog kiilsé szdge egyenld a vele
nem szomszédos két belsé szog Osszegével, tehat o, = S+, valaminty, =a+f.

Ezeket az Osszefliggeseket a fenti egyenletbe helyettesitve a M+M:110°

egyenlethez jutunk. Rendezés utan a %’Bﬂ/jté =110" Osszefuiggest kapjuk. Mivel

a+[+y=180", igy % +§ =110, amibdl koénnyen megkaphatd, hogy

gz 20°,azaz B =40". Hasonlé modon szamithatjuk ki az ABF haromszogbdl, hogy

y=20",a BCD haromszogbdl pedig, hogy o =120°.
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8. évfolyam

1. Egy négyjegyii szam kozépso szamjegyeit letoroljiik. Az igy kapott kétjegyi
szam az eredeti szam 99-ed része. Melyik lehet ez a négyjegyii szam?

Megoldas. Felirhaté az abcd =99-ad egyenlet, amit atirhatunk a kdvetkezé alakba:
1000a+100b+10c+d =990a+99d . Rendezés utdn 5(a+10b+c)=49d. A d

oszthato 5-tel, de 0 nem lehet, igy d =5. Ugyanakkor a+10b+c=49. Innen a
bcsak 4 lehet, azaz a+c=9.

Osszesen 9 db négyjegyli szam felel meg a feltételnek, ezek: 1485, 2475, 3465,
4455, 5445, 6435, 7425, 8415, 9405.

2. Az abran lathato négyzetben szakaszfelezo pontok osszekotésével kaptuk meg
a 9cm® teriiletii sziirke haromszoget. Hatarozd meg a négyzet terlletének
nagysagat!

Megoldéas. Legyen a négyzet oldala a. Rajzoljuk be a %a oldalu négyzetet, amelybe

a szlrke haromszog beleilleszkedik. Ekkor a haromszdg terllete felirhaté a kovetkezo
alakban:

: (aj s a
T (%) _\2) _, 4 4_2
==\4) 2 2 4

A sziirke teriilet tehat a négyzet teriiletének negyedével egyenld, azaz a négyzet
teruilete 36 cm”.

a
4

3. Egy hangya egy 2cm, 3cm és 5cm oldalélii téglatest egyik csticsan pihen.
Szeretne eljutni a téle legtavolabbi csucshoz a leheté legrovidebb uton a téglatest
felszinén haladva. Hatarozd meg ezt az Utvonalat és szamold ki a hosszisagat!
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Megoldas. Két pont kozott a legrovidebb

tavolsdg az egyenes. Hajtogassuk ki a By
téglalap oldalait a sikba és figyeljuk meg, |2
hogy mely utvonalak johetnek szamitésba (az
abran két lehetséges Utvonalat jel6ltunk). A
hangyanak minden esetben &t kell haladnia a
téglatest két oldallapjan. A Pitagorasz-tétel
segitségével  kiszamithato  ezeknek az
utvonalaknak a hossza. A legrévidebb utat
abban az esetben kapjuk, ha a hangya a két
szomszedos 5 cm oldalhosszusagu téglalapon keresztiil méaszik. Ebben az esetben a

hangya altal megtett Gt |AB,| =/5” +(3+ 2)2 =+/50 =5+/2 cm lesz.

4. Fekete Mihaly, versenylink névaddja abbc-ben szlletett Zentan, és adef -ben

Jeruzsalemben hunyt el fa évesen. Idén agc éves lenne. Hatarozd meg Fekete
Mihaly sziletésének és haldlanak éveét, ha a,b,c,d,e,f és g kiilonb6z6 szamjegyeket
jelolnek!

Megoldas. Nyilvanvaloan a=1. frjuk fel a kovetkezd dsszeadast:

1bbc
+ 1gc
2022
Innen c=6,g=3és b=8.
Az
1886
+ fl

1def

Osszeadashdl pedig: f=7,e=5 és d=9. Fekete Mihdly 1886-ban sziletett és
1957 -ben hunyt el.
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9. évfolyam

1. Egy sportversenyen 15 csapat vett részt, és minden csapat minden csapattal
egyszer mérkézott meg. A gyozelemért 3, a dontetlenért 2, a vereségért 1 pont
jart. A verseny végén minden csapatnak més volt a pontszdma, az utolsé csapat
21 pontot szerzett. Igaz-e, hogy a gydztes csapat legalabb egyszer dontetlent
jatszott?

Megoldas. A versenyen a csapatok sszesen 1514

=105 mérkbzést jatszottak. Egy

mérkdzésen mindig 4 pont sorsa dolt el, igy egyiittesen Osszesen 4-105=420 pontot
szereztek a csapatok. Mivel az utolsd 21 pontot szerzett, igy az 6t megel6z6 legalabb
22 -t, az 6t megel6z6 23-at,..., az elsd legalabb 35 pontot szerzett. Mivel

21+35)-15

21+22+23+...+35:( =28-15=420,

ezért csak ez a lehetdség valosulhatott meg, hogy mindenki a lehetd legkevesebb
pontot szerezte, azaz az els6 csapatnak 35 pontja lett 14 mérk6zésbol.

Tegyuk fol, hogy a 35 pontot kizarolag gyézelembdl és vereségbdl érték el. Jeldljek
X a gy6zelmek szdmat. Ekkor

3x+(14—x)-1=35,
2x =21,
Vagyis X nem lehet egész szam, azaz csak gy6zelmekkel és veresegekkel nem lehet

35 pontot szerezni. Igy a gyéztes csapat jatszott legalabb egy dontetlent. Példaul 10
gybzelem, 1 dontetlen és 3 vereség esetén éppen 35 pontot szerezhettek.

2. Keressiik meg az osszes olyan kétjegyii szamot, amelyre igaz, hogy ha a
szamot elosztjuk a szamjegyei szorzatéaval, akkor a hanyados 5, a maradék 2.

Megoldas. A keresett szam legyen xy alakd, ahol x nyilvan nem lehet 0. A feltétel
alapjan ha 10x+y-t elosztjuk xy-nal, akkor a hényados 5, a maradék 2. Ezek
szerint

5-xy+2=10x+vy,

5xy-10x—y+2=0,

(5x-1)(y—-2)=0.
Az els6 zardjelben semmilyen X szamjegy esetén nem kaphatunk nullat, tehat az
egyenlet megoldéasai: y=2 és x tetszéleges nullatdl kiilonbozé szamjegy. A

lehetséges megoldasok tehat: 12, 22, 32, 42, 52, 62, 72, 82, 92. Ellen6rzéssel
azt kapjuk, hogy a 12-n kivil valoban mind megoldésa is a feladatnak.

3. Egy derékszogii haromszogben az atfogohoz tartozdé magassag a hegyesszogek
szogfelezoivel olyan o és [ hegyesszogeket zar be, melyek aranya 2:3.

Mekkorak a derékszogii haromszog hegyesszogei?

Megoldés. Tekintsik az aldbbi abra szerinti jeloléseket. A két szogfelezd és a
magassagvonal altal Iétrehozott haromszdget KLM haromdgnek neveztik el.

Az ABC haromsz0g hegyesszogeinek 0sszege 2&+26=90°, innen £+06 =45°. Ez
alapjan az AKB haromszdgben AKB<t=135°.
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A pB-val jelolt sz0g és a KLM< csucsszogek, ezért egyenlék. A KLM
haromszdgben az AKB kiils6 szog egyenl6 a két nem mellette fekvd belsé szoggel,
vagyis a + f# =135°.

Mivel a feltétel szerint & = % es ezért o = %ﬁ, innen pedig %[ﬂﬁ =135°, ahonnan

egyszerl szamolassal kapjuk, hogy S =81° és o =54°.

A B és az ¢ szdg ugyanannak a derékszogi haromszognek a hegyesszogei, igy
P+e=90°, ahonnan az el6zdek alapjan £=9°. Hasonloan az o és a [ szog

ugyanannak a derékszogli haromszognek a hegyesszogei, igy a+ 06 =90°, ahonnan az
elézéek alapjan 6=36°. Az ABC haromsz0g hegyesszogei tehdt 2&=18° és
20=12°.

4. Legyen az X, X,,..., Xy, €0€sz szamok szorzata 1.
a) Bizonyitsd be, hogy az x, + X, +...+ X,,,, 0sszeg nem oszthato 4-gyel!

b) Szamoljuk ki az [x1 +ij[x2 +ij...(xmz +1] kifejezés lehetséges ertékét!
2 X3 X:L

Megoldas. a) Mivel X, -X, .- Xy =1, €ZEMt X, Xy, .0 Xopp € {1, -1}, s a —1-esek
szdma paros. Jelolje a az 1-esek, b a —1-esek szamat (b paros szdm). Ekkor a
kérdéeses 6sszeg igy szamithatd ki:

X+ Xy et Koy =
=a-1+b-(-1)=a-b=a+b-2b=2022-2h=2022-2-(2k)=2022 -4k =
:2020—4k+2=4-(505—k)+2,

ahol k nemnegativ egész szam. Tehat a kérdéses 0sszeg 4 -gyel osztva 2 -t ad

maradékul.
b) Ha mindegyik X; szam egyenld 1-gyel, akkor

[xl +ij[x2+i]...{xmz+1j=22°22. Ha mindegyik X, szam egyenld —1-gyel,
2 X3 XZI.

akkor (Xi +AJ(X2 +ij'--[xzozz +lj = (—2)2022 =2%2 Ha a szamok kozott van 1-
X, X3 X

es és —1-es is, akkor van két szomszédos, amely eldjele kilonbozik. Legyenek ezek
XX, +1 -
Ekkor x; + 1 _X6%an 1+1:O miatt az egész szorzat 0 lesz.

xjésx
X X X

Jj+L

j+l j+l j+l
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10. évfolyam

1. Bizonyitsd be, hogy az n=99...900...025 szdm, amelyben k darab 0 és 9
szamjegy szerepel, minden k természetes szam esetén négyzetszam!

Megoldas. Vegyiik észre hogy, ha k=1, akkor n=9025=95" = (10’ —5)2. Ha
k=2, akkor n=990025=995 :(103—5)2. Konnyen beléathaté, hogy minden
esetben n =(1O"*1—5)2.

2. Oldd meg a kovetkezé egyenletet a primszamok halmazan: 2x+3y+6z =78.

Megoldas. Rendezzik at az egyenletet a kovetkez6 alakba: 2x=3(26—y—22).
Mivel az egyenlet jobb oldala oszthatd 3-mal, ezért a bal oldal is oszthat6, ahonnan
x=3. Ebbol kovetkezik, hogy y+2z=24. Innen azonnal latszik, hogy y péros
szam, azaz az egyediili lehetdség y=2. Végezetul pedig z=11. Tehat az egyedili

megoldas az (x,y,z)=(3,2,11).

3. Bizonyitsd be, hogy abban a derékszogii hiaromszégben, amelynek egyik

hegyesszoge 15 -os, az atfogohoz tartozé magassag az atfogé negyedével egyenlo.
Szamitsd ki a haromszdg teriletét az atfogo fuiggvenyében!

Megoldas. Legyen az ABC derékszogli haromszog B cstcsnal levo szoge 15°-0s, a

C csucsnal levé szoge pedig 90°-0s. Legyen az F pont a C pontbdl az atfogdra
bocsatott merdleges talppontja, az E pont pedig az atfogd felezOpontja. Ennek

alapjan a CE az atfogo fele, azaz % , de ez egyidoben a CFE derékszogii haromszog

atfogoja, amely félszabalyos, mert a CFE sz0ge 30°-0s, amib6l az kovetkezik, hogy

2
CF = CTE =%. igy az ABC haromszog teriilete pedig %

C B

4. A tablan a kovetkez6 hidnyos egyenlet all x°+..x° +..x+...=0. Két jatékos
felvaltva ir a kipontozott helyekre valos szamokat egyiitthatonak. Az elso jatékos
celja:

a) olyan egyenletet kapni, amelynek pontosan egy valds gydke van,

b) olyan egyenletet kapni, amelynek harom, nem feltétleniil kiilonboz6, valds
gyOke van.

Megakadalyozhatja-e ebben az els6é jatékost a masodik jatékos Kkiilon az a) és
kulon a b) esetben?
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Megoldas. a) x®+..x*+..X+..=0. irjunk fel egy olyan harmadfok( egyenletet,
melynek pontosan egy valos gycke van. Példaul (x+a)(x’+1)=0, azaz
x*+ax’ +x+a=0, igy az els6 jatékos az x egyiitthatdjat 1-nek valasztja. Ezutan
barmit ir a masodik jatékos barmelyik helyre, az elsd jatékos beirja ugyanezt a szamot

a fennmarado helyre, ezzel biztositva maganak a nyertes stratégiat.
b) Az elsé jatékos 0-t ir a konstans helyére. Ekkor a kovetkez6 alak marad:

x(x2+ax+b):0. Ha a masodik jatékos az a helyére ir valamit, akkor az els6
jatékos a b helyére 0-t (vagy barmely negativ szamot) ir. Ha a masodik jatékos a b
helyére ir valamit, akkor az elsd jatékos a -t megvalaszthatja (igy, hogy a® >4b (vagy
az a helyére —(b+1)-et ir).
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11. évfolyam

1. Oldd meg az B N egyenletet!
sinXx  COSX

Megoldas. Kezdbhelyzetben az egyenlet mindkét oldalat szorozzuk be SinX-COSX-
szel, majd emeljik négyzetre, akkor sin’ X+ 2sin X-cos X +cos® X = 8sin® x- cos” X.
Ezt rendezve 2sin®2x—sin2x—1=0.

Az eredeti egyenletink megoldasai a kapott egyenletnek is megoldésai. Az utdbbi

egyenletbdl  adodik, hogy sin2x=1 v sin2x:—%, ahonnan  pedig

xedZ ke 77 ke Tk ahol kezl.
4 12

12
Az eredeti egyenletet csak az xe {%+ 2k, %+ 2k, 119—27[+ 2k, ahol k e Z}
gyokok elégitik Ki.

2. Az ABC derékszogii haromszogben a két befogé osszege 4+/10, az atfogora
hazott magassaga 3. Hatarozd meg a hdromszdg oldalainak hosszat!

Megoldéas. Euklideszi-tétel szerint a magassag az atfogon 1évé metszetek geometriai
kozepe, vagyis c,-c,=9 , c-c,=a’ , c-c,=b?. Mivel a+b=410, akkor
négyzetre emelve a’-+2ab+b”* =160, behelyettesités utan a*-b*=c’-c, -c, =9c?,
ezert a befogok szorzata 3c .

Most a Pitagorasz-tétel szerint a® +2ab+b* =c¢®+2-3c =160, azaz ¢*+6c—160=0
egyenlet két gydke 10 és —16, ebbdl csak a ¢ =10 elfogadhatd, tehat az atfogd 10, a

befogok szorzata 30 és Gsszege 4410 , akkor, ez utébbi gyoOkei a haromszdg befogoi
a=+10és b=310 (szimmetrikus).

3. Harom primszam szorzata az Osszegiik otszorosével egyenlé. Add meg az
0sszes lehetséges megoldast!

Megoldés. Jeldlje x, y es z a harom primszamot, a feladat feltételei alapjan
XyZ=5-(X+y+Z), ezert x, y és z kozil valamelyik egyenld ottel, legyen ez

X=5.Tehat yz=5+y+z. Ezt kielégit6 y és z értékre fennall, hogy y—-1= il és

z#1 . Ezek alapjan z lehetséges értékei 2, 3, 4, 7, az y lehetséges értékei 7, 4,
3, 2, esebbennem leheta 4. A valasz tehat 2, 5 és 7.
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4. Mivel egyenlé az S = f(L + f 2 +.o.+f 2021 +f (1) Osszeg, ha
2022 2022 2022
4%
f(x)= ?
() 4%+ 2

Megoldas. Vegyk észre, hogy f(1-x)=1-f(x).

innen £ (x)+ f (1—x) = — {1 & J:L

12 |7 a2

ezért S=1010+ f 1011 + f (1)=1010+1+3=10111 .
2022 2 3 6
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12. évfolyam

1. Hatarozd meg azokat a primszamokat, amelyekre teljestl, hogy a kdbukhez
egyet hozzaadva egy szam természetes szam négyzetét kapjuk!

Megoldéas. Legyen a keresett primszam p, a keresett négyzetszam pedig n®. Ekkor
felirhatd, hogy: p°®+1=n?*, ahonnan ekvivalens &talakitasokkal addédnak a
kovetkezék: p®=n?—1, ahonnan p*®=(n-1)(n+1). Innen két eset lehetséges. Vagy
n-1=1 és n+1=p®, ahonnan nem kapunk megoldast, vagy pedig n—1=p, és
n+1= p®, ahonnan p?- p =2, amelynek egyediili megoldasaa p=2 primszam.

2. Legyen a T pont az ABC haromszog koré irhato korének egy tetszéleges
pontja. Legyenek T,,T,, T, pontok rendre a T pont tengelyes tikrozéssel kapott

képei a BC, AC, AB egyenesekhez viszonyitva. Bizonyitsd be, hogy a T,,T,,T.
pontok kollinearisak!

Megoldas. Legyenek M_,M,,M_ pontok rendre a T pont merdleges vetiiletei a
BC, AC, AB egyenesekre. Ezek a pontok kollineérisak (Simson-egyenes). Vegyik
észre, hogy a T,,T,,T. pontok rendre az M,,M,,M_ pontok H;, homoteciaval
kapott képei, emiatt kollinearisak.

3. Bizonyitsd be, hogy minden x,y,z pozitiv valés szamra teljesiil a kovetkezo

egyenlétlenség:
xy’z2® +y2* e + Py < Py + v + %%
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Megoldas. A szamtani és a mértani kozepekre fennalld egyenl6tlenségekbodl
kovetkeznek a kovetkezd egyenldtlenségek:

Xy + %y +x%°2° > 33y xPy*x%z® = 3x%y?z,

y323 + y323 + y3X3 > 33,y323y323y3x3 =3y322X,

3+ 28 + 2%y > 3323 y? =32%%y.

Ezeket az egyenl6tlenségeket Osszeadva majd mindkét oldalt  3-mal elosztva
pontosan a kivant egyenldtlenséget kapjuk meg.

4. Hanyféleképpen toltheté ki egy 2022x2023-as tabldzat 1 és —1 szamokkal
agy, hogy minden sorban és minden oszlopban a szamok szorzata 1 legyen?

Megoldés. A bal fels6 2021x 2022 -es téglalapot kitoltjiik tetszélegesen. Ezt sszesen
220212022 féleképp tehetjuk meg. Jeldlje A ezeknek a szdmoknak a szorzatat.
Megmutatjuk, hogy ez a valasz a keresett kérdésre. A résztéglalap kitdltése utan az
utolsd oszlop elsé 2021 mez6jében, valamint az utolsod sor elsd 2022 mezdjében
egyértelmi, melyik szdmnak kell szerepelnie ahhoz, hogy kiegészitse a megfeleld
szorzatokat 1-re. Jel6ljuk az ezekben a részekben talalhatd szamok szorzatat rendre
B -vel és C -vel. Egyediili kérdés, hogy kitdlthetjik-e ellentmondasmentesen téglalap
jobb als6 mez6jét. Jeloljiik az ebben a mezoben talalhato szamot D -vel. Tudjuk, hogy
AB=AC =1, ahonnan B=C, vagyis a D mez6 mindig ellentmondasmentesen
kitolthetd. A keresett valasz tehat 2202422
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5.
. Gobor Erik, Kdkai Imre Altalanos Iskola, Temerin, 1. dij

. Balazs Piri David, Karasz Karolina Altalanos Iskola/Cofman Iskola, Horgos, I. dij
. Cseszkd David, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Altalanos Iskola, Magyarkanizsa, I1. dij

. Péter Adam, Ady Endre Kisérleti Altalanos Iskola, Kishegyes, 11. dij

. Pozsgai Balazs, Cseh Karoly Altalanos Iskola, Ada, 111. dij

. Erdélyi Zamdr, Pet6fi Sandor Altalanos Iskola/Cofman Iskola, Hajdujaras, 111.dij
. Gordos Emese, Cseh Karoly Altalanos Iskola, Ada, I11. dij

WN PP OO WNEFEO ~No ok, WwN -

~NO U~ WN PR
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A XX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
DIJAZOTTJAI

évfolyam

. évfolyam

. Juhasz Krisztian, Pet6fi Sandor Altalanos Iskola, Zenta, I. dij

. Balazs Piri Kevin, Karasz Karolina Altalanos Iskola, Horgos, 1. dij

. Kopunovié Edina, Hunyadi Janos Altalanos Iskola, Csantavér, I1. dij

. Csernak Péter, Stevan Sremac Altalanos Iskola, Zenta, 11. dij

. Kurnyéak Zséfia, Ady Endre Kisérleti Altalanos Iskola, Kishegyes, 111. dij

. évfolyam

. Zsivanac Léna, Cofman Iskola, Szabadka, I. dij

. Foldi Krizsan Kitty, Ady Endre Kisérleti Altalanos Iskola, Kishegyes, 11. dij
. Nagy Martina, Sonja Marinkovi¢ Altalanos Iskola, Szentmihaly, 111. dij

. évfolyam

. Zivanac Beren, Cofman Iskola, Szabadka, 1. dij

. Kadvany Julia, Oktdober 18. Altalanos Iskola/Cofman Iskola, Zentagunaras, 1. dij
. Papp Szabolcs, Kokai Imre Altalanos Iskola, Temerin, 11. dij

. Kiss Noé¢, Stevan Sremac Altalanos Iskola, Zenta, I1. dij

. Vilagos Csongor, Cseh Karoly Altalanos Iskola, Ada, I11. dij

. Sovény Petra, Petdfi Sandor Altalanos Iskola, Hajdujaras, 111. dij

. Engi Anabela, Csaki Lajos Altalanos Iskola, Topolya, 111. dij

. évfolyam

. Risti¢ Anna, Jovan Jovanovié¢ Zmaj Gimnazium, Ujvidék, 1. dij

. Csanédi Petra, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

. Verebélyi Viktor, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I1. dij
. Kis Botond, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij

. Gordos Beata, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

10. évfolyam

1.
2.
3.
4.
S.
6.

Kiss Balazs, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
Bujak Réka, Bolyai Tehetséggondozdé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
Dob6 Armin, Svetozar Markovié¢ Gimnazium, Szabadka, 11. dij

Zsiga David, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
Kratok Bence, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
Huszta Kristof, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
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11. évfolyam

1. Téth Katarina, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, |. dij

2. Erdélyi Nimrod, Bolyai Tehetseggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, I1. dij
3. Kiss Csenge, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium es Kollégium, Zenta, 111. dij
4. Szabd Dorina, Bolyai Tehetseggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

12. évfolyam

1. Balazs Balint, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, I1. dij

2. Kémiives Emese, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, I1. dij
3. Kélman Adam, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

4. Torok Csongor, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

A Nemzetk6zi Magyar Matematikaverseny Délvidéket képviseld kozépiskolas csapata
a régiovezetdvel Csikds Pajor Gizellaval.
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FEKETE MIHALY (1886-1957)

Fekete Mihaly 1886. julius 19-én sziletett Zentan. Eredeti csaladi neve
Schwarz volt. Elemi és kdzépiskolai tanulmanyainak befejezése utan a budapesti és a
goéttingai egyetemeken tanult matematikat. Az egyetem elvégzése utan mint
tehetséges matematikus Beke Mano professzor tanszékére kertlt. Par évi tanarsegédi
miikodés utan a Tandcskoztarsasag alatti magatartasa miatt allasatél megfosztottak,
s6t még a Matematikai ¢és Fizikai Téarsulat is tordlte tagjai sorabol. Ezutidn
kozépiskolai tanarként muiikodott. Elészor a budapesti Nagymezd utcai polgari
iskoldban kapott allast. Ebben az iskoldban 1919-ig, majd igen rovid ideig a VAci
utcai és a Prater utcai leAnygimnaziumban tanitott, &m innen is elbocsatottak. 1925-t61
a budapesti izraelita hitkdzség filgimnaziuméanak tanara lett, egészen 1928-ig, amikor
két egyetemtdl is kapott professzori meghivast. O a Jeruzsalemi Egyetem matematika
tanszékének meghivasat fogadta el, amelynek késébb dékanja is volt. A meghivast
Hadamard és Landau is szorgalmazta, mert jol ismerték és nagyra értékelték Fekete
Mihaly munkésséagat. Fekete Mihaly a Jeruzsalemi Egyetem tanéra volt elhunytaig.

,»Fekete Mihalyt sajnos személyesen nem ismerhettem. Volt tanitvanyai,
ismerdsei, baratai, elsosorban Balint Elemér elbeszélései alapjan azonban olyan
kép rajzolodott elém, amely azt mutatta, hogy Fekete Mihaly nemcsak kivalé és
tehetséges matematikus volt, hanem igen jo pedagdégus, nagyszerii eléadé is.
Egyeénisége pedig, emberi j6 tulajdonsagai miatt, mindenki szamara, aki ismerte,
rendkiviil megnyeré volt. Fekete Mihaly egyike volt Fejér Lipdt azon
tanitvanyainak, akik matematikai munkassagukkal nagy elismerést szereztek
maguknak. Tobb dolgozatabol Kitiinik, hogy tanaratol, Fejér Lipottol kapott
inditékot egy-egy probléma vizsgalatahoz. Fekete Mihaly legjelentosebb és
egyben legismertebb eredményei a ponthalmazok elmélete, az algebra és a
komplex fluggvénytan hatartertletéhez tartoznak. Ilgen értéekes és szép
eredményeket ért el azonban a Fourier-sorok elméletében, a divergens sorok
a szamelméletben is” — irta rdla Baldzs Janos a Matematikai Lapokban, 1958-
ban.

Ratz Laszl6 matematikatanar javaslatara, Fekete Mihaly volt Budapesten a
gimnazista Neumann Janos egyik magantanara. Még az érettségi eldtt a zsenialis ifj
Neumann (18 éves koraban) tehetséges tanaradval, Fekete Mihallyal, kdzosen irt és
jelentetett meg tudomanyos dolgozatot. A Neumann Janossal kdzosen irt dolgozata
Fekete Mihdly irodalmi miikodésének 11. évében jelent meg, s ez a 19. publikalt
tanulméanya. A megjelenés idején, 1922-ben, Neumann Janos mar Berlinben egyetemi
hallgatdé volt. Az 1922. évi nyomdaba kiildést megerdsiti az a tény is, hogy a
tanulmany bevezetdjében Fejér Lipot 1922. évi egyik cikkére is hivatkoznak. Fejér
Lipot egy problémajat az Un. Fekete-féle pontok segitségével oldotta meg. Egyébként
Fekete Mihaly maganyos alkoto volt, csak néhany esetben kozolt k6zos cikket Szegd
Gaborral, C. E. Win-nel és J. L. Walshsel. Neumann-nal nem publikalt tobb k6zos
milvet. Azonban Neumann két esetben is altalanositotta Fekete tételeit. Fekete Mihaly
1957. méajus 13-an hunyt el Jeruzsalemben.

Irodalom

[1] Természet Vilaga, Neumann-emlékszam, 134. évf. 2003. I11. kiilonszdm

[2] Filep L&szl6: A Bolyaiaktol Erdés Palig, Nyari Akadémia, Szabadka, 2003.
augusztus 4.

[3] Sain Marton, Matematikatorténeti ABC, Tankdnyvkiad6, Budapest, 1978.

[4] Balazs Janos, Fekete Mihaly munkéssagarol, Matematikai Lapok, 1958. 3-4. sz.
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ANEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENYEK
TORTENETE

»A magyar irodalom 6tagi sip, 0sszehangolhatatlan. Eléri még vajon a mi
nemzedékiink, hogy egy jo munka mind e nemcsak kulon-kilén, de méaskeént
sz010 sipot egyszer ismét osszehangolja, illetve az eldugulastol megmenti?” (Illyés
Gyula)

Az 1991. évi jubileumi szegedi Ratz Laszl6 Vandorgyiilésen vetddott fel
elészor — Bencze Mihaly brass6i és Olah Gyorgy komaromi matematikatanarok
részér6l — olyan kozépiskolai matematikaverseny szervezésének gondolata, amely
lehetéséget ad arra, hogy a Karpat-medence magyar anyanyelvii didkjai
0sszemerhessék tudasukat. Elképzelésiiket talan Dsida Jené Psalmus Hungaricus cimii
versének soraival lehetne leginkabb jellemezni, amelyek refrénként térnek vissza a
versenyeken:

,»Elindulok, mint egykor Csoma Séandor,
hogy felkutassak minden egy magyart.
Szekelyek, ott a bércek szikla-mellén,
uljetek mellém!

Magyarok ott a Tisza partjan,

magyarok ott a Duna partjan,

magyarok ott a tot hegyek kozt

s a bacskai sz6l6hegyek kozt,

iljetek mellém!”

Az elhatérozéast tett kdvette. Az Otagu-sokagu sip lllyés-i szellemében, a
nagyon hianyzé jé munka elvégzésének reményében kerllt megrendezésre 1992-t61 a
Nemzetkdézi Magyar Matematikaverseny, évente 200-300 Karpat-medence-i
magyarajku didk és tanar részvételével. Létrejottét és hagyomannya valasat a
régiovezetdk aldozatos munkédja tette lehetévé. Ok a kovetkezé személyek: a
Délvidéken Szabé Magda és Csikos Pajor Gizella, Erdélyben Bencze Mihaly és
Szilagyi Judit, a Felvidéken Olah Gyorgy, Keszégh Istvan és Miko Istvan, Karpataljan
Elek Ernd, Neubauer Ferenc, Balazsi Borbala és File-Kovacs Erika, Magyarorszagon
Urban Janos, Pintér Ferenc és Kubatov Antal. A versenyek eddigi helyszinei:
Komarom (1992), Véc (1993), Ungvar (1994), Paks (1995), Székelyudvarhely (1996),
Kaposvar (1997), Szabadka (1998), Debrecen (1999), Dunaszerdahely (2000),
Nagykanizsa (2001), Sepsiszentgyorgy (2002), Eger (2003), Nagydobrony (2004),
Miskolc (2005), Zenta (2006), Szeged (2007), Kassa (2008), Gyula (2009),
Szatméarnémeti (2010), Bonyhad (2011), Kecskemét (2012), Gy6r (2013), Csikszereda
(2014), Szabadka (2015), Budapest (2016), Somorja (2017), Kaposvar (2018),
Marosvéasarhely (2019). 2020-ban, 2021-ben és 2022-ben a versenyt sajnos nem
lehetett megrendezni az egész vilagot sulytotta jarvanyhelyzet miatt. Harom év
kihagyas utdn viszont a hagyomany folytatédott, és 2023-ban Miskolcon
megrendezésre kertlt a XXIX. Nemzetk6zi Magyar Matematikaverseny

2014 ota a verseny kibovilt; immar altalanos iskolasok részére is
megszervezésre keriil a Nemzetk6zi Magyar Matematikaverseny. A versenyek eddigi
helyszinei: Dunaszerdahely (2014), Nagyvarad (2015), Kecskemét (2016), Beregszasz
(2017), Szabadka (2018), Lakitelek (2019). Az ot régiovezetd: a Délvidéken Toth
Gabriella, Erdélyben Bencze Mihaly, a Felvidéken Liszkay Béla, Karpataljan Roman
Erika, Magyarorszagon pedig Csordas Mihaly.
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E rangos nemzetkdzi megmérettetést harom fontos tényezé mozgatja és koti
0ssze: az anyanyelv, a matematika szeretete es tisztelete, valamint a talalkozdkon
szliletd vagy meger6sodé baratsag. A Nemzetk6zi Magyar Matematikaverseny
lehetOséget ad az egységes magyar matematikai nyelv megteremtésére, a szabadidds
programjanak szerves részét képezd kirdndulds pedig alkalmat ad a kiilonb6z6
orszagok magyarlakta tajainak, kultirajanak, torténelmeének és szokasainak
megismerésére. Az elsé rendezvényen, melynek szinhelye Eszak- és Dél-Komarom
volt, Reimann Istvannak, a zsuri elndkének zaroszavai a kovetkezok voltak: ,,A két
helyszin kozo6tti Duna-hidon naponta tobbszor is atkelve éreztiik igazan, hogy ez a hid
ugy kapcsolhat Gssze embereket és orszagokat, ahogyan azt a jovo Eurdpajaban
elképzeljik.” Az immar kozel harminc éve megrendezésre keriilé verseny valoban
orszagokat és embereket kot Ossze, s erdsen hissziik, hogy ,,Csak miivelt nemzet
tarthatja fenn magat Eurdpa népei kozott, tehat a nemzet jovdje kulturdlis eldre
haladasatol fiigg.” (E6tvos Jozsef)
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